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❧✬✐♠♣❛❝2 ❞✉ ❝*.❞✐2 ❞✬✐♠♣;2 *❡❝❤❡*❝❤❡ ✭❝❤❛♣✐2*❡ ✶✮✳ ■❧ $✬❛❣✐2 ❞✉ ♣*✐♥❝✐♣❛❧ ♦✉2✐❧
✜$❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐2✐0✉❡ ❢*❛♥D❛✐$❡ ❞❡ $♦✉2✐❡♥ = ❧✬✐♥♥♦✈❛2✐♦♥✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ *.$✉❧2❛2 ❞✬✉♥❡
$✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❢♦♥❞.❡ $✉* ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ♠❛❝*♦.❝♦♥♦♠.2*✐0✉❡✱ ❧❡$ ❡✛❡2$ ❞❡ ❝❡22❡ ♣♦✲
❧✐2✐0✉❡ ❛♣♣❛*❛✐$$❡♥2 2♦✉❥♦✉*$ ♣♦$✐2✐❢$ = ❧♦♥❣ 2❡*♠❡✱ $✉* ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❝♦♠♠❡ $✉* ❧❡
H■❇✱ ♠J♠❡ ❡♥ 2❡♥❛♥2 ❝♦♠♣2❡ ❞❡$ ❡✛❡2$ ♥.❣❛2✐❢$ ❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥2✳ ▲❛ ❞❡✉①✐7♠❡
♣♦❧✐2✐0✉❡ ❡①❛♠✐♥.❡ ❡$2 ❧✬.✈♦❧✉2✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞*❡ ❥✉*✐❞✐0✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛2✐♦♥ ✭❝❤❛♣✐2*❡
✷✮✳ ▲❡ ♠♦❞7❧❡ 2❤.♦*✐0✉❡ ♣*.$❡♥2. ❡♥2❡♥❞ 2❡♥✐* ❝♦♠♣2❡ ❞❡$ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ♣*❛2✐0✉❡$
❞✉ ❞*♦✐2 ❞❡ ❧❛ ♣*♦♣*✐.2. ✐♥2❡❧❧❡❝2✉❡❧❧❡✳ ❚♦✉2❡$ ❧❡$ ✐♥♥♦✈❛2✐♦♥$ $♦♥2 $✉♣♣♦$.❡$
J2*❡ 2*❛✐2.❡$ ❝♦♠♠❡ ❧❡ $♦♥2 ❛✉❥♦✉*❞✬❤✉✐✱ ❡♥ ❞*♦✐2✱ ❧❡$ ❧♦❣✐❝✐❡❧$✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝
♣❛$ ❞❡ $❡❝2❡✉* ❞❡ ♣*♦❞✉❝2✐♦♥ ❞❡$ ❜✐❡♥$ ✐♥2❡*♠.❞✐❛✐*❡$✱ ❧❡$ ✐♥♥♦✈❛2✐♦♥$ $♦♥2 ❞✐✲
*❡❝2❡♠❡♥2 ✉2✐❧✐$.❡$ ♣❛* ❧❡ $❡❝2❡✉* ❞❡ ❧❛ ♣*♦❞✉❝2✐♦♥ ♣♦✉* ♣*♦❞✉✐*❡ ✉♥ ❜✐❡♥ ❞❡
❝♦♥$♦♠♠❛2✐♦♥✱ ❡2 ♣❛* ❧❡ $❡❝2❡✉* ❘✫❉ ♣♦✉* ♣*♦❞✉✐*❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ✐♥♥♦✈❛2✐♦♥$✳
◆♦✉$ ♣*♦✉✈♦♥$ ❧✬❡①✐$2❡♥❝❡ ❡2 ❧✬♦♣2✐♠❛❧✐2. ❞✬✉♥ .0✉✐❧✐❜*❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ♣❛*✲
❢❛✐2❡ $✉* ❧❡ ♠❛*❝❤. ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ♠❛✐$ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ = ❧❛ ❈♦✉*♥♦2 $✉* ❧❡
♠❛*❝❤. ❞✉ ❜✐❡♥ ✜♥❛❧ ✿ ❧❛ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ✐♠♣❛*❢❛✐2❡ ♣❡*♠❡2 ❛✉① ❡♥2*❡♣*✐$❡$ ❞❡
❞.❣❛❣❡* $✉✣$❛♠♠❡♥2 ❞❡ $✉*♣❧✉$ ♣♦✉* ✜♥❛♥❝❡* ❧❛ *❡❝❤❡*❝❤❡✳ ◆♦✉$ ❞.❝*✐✈♦♥$
.❣❛❧❡♠❡♥2 ❧❡$ ❡✛❡2$ ❞❡$ ♣*♦❜❧7♠❡$ ❞✬❡①❝❧✉$✐♦♥ ❡2 ❞❡ ✈.*✐✜❝❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉$❛❣❡ ❞❡$
❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ❡2 ❧❛ ♠❛♥✐7*❡ ❞❡ ❧❡$ *.$♦✉❞*❡ ♣❛* ✉♥❡ ✐♥2❡*✈❡♥2✐♦♥ ♣✉❜❧✐0✉❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐7♠❡ ♣❛*2✐❡ ❛❜♦*❞❡ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥2 ✐♥$2✐2✉2✐♦♥♥❡❧ ❛✉ $❡♥$ ❧❛*❣❡✱
❡2 ❡♥ ♣❛*2✐❝✉❧✐❡* ❧❛ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ $✬♦✉✈*❡ ♣❛* ✉♥❡ ❝♦♠♣❛*❛✐$♦♥ ✐♥2❡*♥❛2✐♦✲
♥❛❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ❡♥2*❡ ❧❛ ❋*❛♥❝❡ ❡2 ♣❧✉$✐❡✉*$ ♣❛②$ ❡✉*♦♣.❡♥$
❞❛♥$ ❞✐✈❡*$ $❡❝2❡✉*$ $✬❛♣♣✉②❛♥2 $✉* ✉♥❡ ♠.2❤♦❞❡ .❝♦♥♦♠.2*✐0✉❡ ❢♦♥❞.❡ $✉*
❞❡$ .0✉❛2✐♦♥$ ❞❡ ❝*♦✐$$❛♥❝❡ ✭❝❤❛♣✐2*❡ ✸✮✳ ❖♥ ❡$2✐♠❡ ❛✐♥$✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛*❣❡
.❝♦♥♦♠✐0✉❡ ✭♦✉ ♠❛*❦✉♣✮ ❞❛♥$ ❝❤❛0✉❡ $❡❝2❡✉* ❡2 $❡$ .✈♦❧✉2✐♦♥$✳ ▲❡$ *.$✉❧2❛2$
♦❜2❡♥✉$ $✬.❝❛*2❡♥2 ♣❛*❢♦✐$ ❞❡$ ❥✉❣❡♠❡♥2$ 0✉✬♦♥ ♣❡✉2 ❧✐*❡ $✉* ❝❡$ ♣❛②$✱ ❡♥ ♣❛*✲
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 ✐❝✉❧✐❡& ❞❛♥* ❧❡* &❡❝♦♠♠❛♥❞❛ ✐♦♥* *♣.❝✐✜0✉❡* ❛❞♦♣ .❡* ❛♥♥✉❡❧❧❡♠❡♥ ♣❛& ❧❡
❈♦♥*❡✐❧ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉&♦♣.❡♥♥❡✳ ❉❡✉① *❡❝ ❡✉&* *♦♥ ❡♥*✉✐ ❡ ❛♥❛❧②*.* ❡♥ ❞. ❛✐❧✳
▲❡ ❝❤❛♣✐ &❡ ✹ ❛❜♦&❞❡ ❧❡* &❡❧❛ ✐♦♥* ❞❛♥* ❧❛ ✜❧✐<&❡ ❛❣&♦✲❛❧✐♠❡♥ ❛✐&❡✱ ❞♦♥ ❧✬.0✉✐✲
❧✐❜&❡ ❛ ❧❛&❣❡♠❡♥ . . ♠♦❞✐✜. ❛✉ ♣&♦✜ ❞❡ ❧❛ ❣&❛♥❞❡ ❞✐* &✐❜✉ ✐♦♥ ❝❡* ❞❡&♥✐<&❡*
❛♥♥.❡*✳ ❈❡  ❡ .✈♦❧✉ ✐♦♥ *❡ &❡ &♦✉✈❡ ❞❛♥* ❧✬.✈♦❧✉ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♥ ❛❜✐❧✐ . ❞❡* ❞✐❢✲
❢.&❡♥ * *❡❣♠❡♥ * ❞❡ ❧❛ ❝❤❛B♥❡ ✿ ❧❡* ❡♥ &❡♣&✐*❡* ❞❡* ✐♥❞✉* &✐❡* ❛❣&♦✲❛❧✐♠❡♥ ❛✐&❡*
✭■❆❆✮ ❛♣♣❛&❛✐**❡♥ ❡✛❡❝ ✐✈❡♠❡♥ ♠♦✐♥* &❡♥ ❛❜❧❡* 0✉❡ ❝❡❧❧❡* ❞❡ ❧❛ ❞✐* &✐❜✉ ✐♦♥
❡♥ ❋&❛♥❝❡✳ ▲❡* ❡✛❡ * ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ &❛♣♣♦& ❞❡ ❢♦&❝❡ *✉& ❧❡* ♠❛&❣❡* ❞❛♥* ❧❛
✜❧✐<&❡ *❡♠❜❧❡♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡& J *❡ ❢❛✐&❡ *❡♥ ✐& ❞❡♣✉✐* ❧❛ ✜♥ ❞❡* ❛♥♥.❡* ✷✵✵✵✳ ▲❡
❝❤❛♣✐ &❡ ✺ ❛♥❛❧②*❡ ❧❡* ❞. ❡&♠✐♥❛♥ * ❞❡ ❧❛ ❢♦& ❡ ❤❛✉**❡ ❞❡* ♣&✐① ♦❜*❡&✈.❡ ❞❛♥* ❧❡
*❡❝ ❡✉& ❤N ❡❧*✲❝❛❢.*✲&❡* ❛✉&❛♥ * ✭❍❈❘✮✳ ❈❡  ❡ ❝&♦✐**❛♥❝❡ ♥❡ *❡♠❜❧❡ ♣❛* *✬❡①♣❧✐✲
0✉❡& ♣❛& ✉♥❡ ❤❛✉**❡ ❞❡* ❝♦Q *✱ ❡♥ ♣❛& ✐❝✉❧✐❡& ❞❡* *❛❧❛✐&❡*✳ ▲❛ ❤❛✉**❡ ❞❡*  ❛✉①
❞❡ ♠❛&❣❡ ❡ ❞❡ ❧❛ &❡♥ ❛❜✐❧✐ . .❝♦♥♦♠✐0✉❡ ❞✉ *❡❝ ❡✉&✱ ♣❛& ✐❝✉❧✐<&❡♠❡♥ ✈✐*✐❜❧❡
♣♦✉& ❧❡* ❣&❛♥❞* ❤N ❡❧*✱ *❡♠❜❧❡ ♣❧✉ N ❝♦♥❞✉✐&❡ J ❡①♣❧✐0✉❡& ❝❡  ❡ ❤❛✉**❡ ❞❡* ♣&✐①
♣❛& ❧❡ ❞.❢❛✉ ❞❡ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡✱ *✉& ♦✉ *❡♥*✐❜❧❡ ❞❛♥* ❧✬❤N ❡❧❧❡&✐❡✳ ❈❡ ❞.❢❛✉ ♣❡✉ 
*✬❡①♣❧✐0✉❡& ♣❛& ❧❡* ❜❛&&✐<&❡* J ❧✬❡♥ &.❡ &.❣❧❡♠❡♥ ❛✐&❡* 0✉✐ ♦♥ &.❣♥. ❥✉*0✉✬❡♥
✷✵✵✽ ❞❛♥* ❝❡ *❡❝ ❡✉&✳
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 ♦❧✐$✐❝❛❧ ❞✐(❝♦✉*(❡ ✐( ✐♠❜✉❡❞ ✇✐$❤ ❛♥ ♦❜(❡((✐♦♥ ❢♦* ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣*♦✇$❤✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞❡$❡*♠✐♥❛♥$ ♦❢ ❧♦♥❣✲$❡*♠ ❣*♦✇$❤ ✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉( ❣*♦✇$❤ $❤❡♦*② ✐( ✐♥✲
♥♦✈❛$✐♦♥✱ ❜✉$ $❤❡ ✐♥($✐$✉$✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝$✐✈✐$② ✐( ❛❧(♦ ❛♥
✐♠♣♦*$❛♥$ ❡①♣❧❛♥❛$♦*② ❢❛❝$♦*✳ ■♥ ♣❛*$✐❝✉❧❛*✱ ✇✐$❤✐♥ $❤✐( ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$✱ ❝♦♠♣❡✲
$✐$✐♦♥ ♣❧❛②( ❛ ♠❛❥♦*✱ $❤♦✉❣❤ ❝♦♥$*♦✈❡*(✐❛❧✱ *♦❧❡✳ ❚❤❡ ♣✉*♣♦(❡ ♦❢ $❤✐( $❤❡(✐(
✐( $♦ ($✉❞② (♦♠❡ ❛(♣❡❝$( ♦❢ ❣*♦✇$❤✱ ♦❢ ✐$( ❞❡$❡*♠✐♥❛♥$( ❛♥❞ ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡( $❤❛$
(❡❡❦ $♦ ♣*♦♠♦$❡ ✐$✳ ❚✇♦ ❛(♣❡❝$( ✐♥ ♣❛*$✐❝✉❧❛* ✇✐❧❧ ❜❡ ($✉❞✐❡❞✱ ✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✳
❚❤❡ ✜*($ ♣❛*$ ❢♦❝✉(❡( ♦♥ $✇♦ $②♣❡( ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡( ❛✐♠❡❞ ❛$ ❡♥❝♦✉*❛❣✐♥❣ ✐♥✲
♥♦✈❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜*($ ♣♦❧✐❝② ✐( ❞✐*❡❝$ ❣♦✈❡*♥♠❡♥$ (✉♣♣♦*$✱ ($✉❞✐❡❞ $❤*♦✉❣❤ ❛♥
❛♥❛❧②(✐( ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ $❤❡ ❘❡(❡❛*❝❤ ❚❛① ❈*❡❞✐$ ✭❈❤❛♣$❡* ✶✮✳ ❚❤✐( $❛① ❝*❡❞✐$
✐( $❤❡ ♠❛✐♥ $♦♦❧ ♦❢ ❋*❡♥❝❤ ✜(❝❛❧ ♣♦❧✐❝② $♦ (✉♣♣♦*$ ✐♥♥♦✈❛$✐♦♥✳ ❆❝❝♦*❞✐♥❣ $♦
♦✉* (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛❝*♦✲❡❝♦♥♦♠❡$*✐❝ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ❡✛❡❝$( ♦❢ $❤✐( ♣♦❧✲
✐❝② ❛*❡ ❛❧✇❛②( ♣♦(✐$✐✈❡ ♦♥ ❧♦♥❣✲$❡*♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥$ ❛♥❞ ●❉ ✱ ❡✈❡♥ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦
❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ♥❡❣❛$✐✈❡ ❡✛❡❝$( ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥(✐❞❡*❡❞ ✐( $❤❡
❧❡❣❛❧ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ❢♦* ✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ ✭❈❤❛♣$❡* ✷✮✳ ❚❤❡ $❤❡♦*❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣*❡(❡♥$❡❞
✐♥$❡♥❞( $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ♥❡✇ ♣*❛❝$✐❝❡( ✐♥ ✐♥$❡❧❧❡❝$✉❛❧ ♣*♦♣❡*$② ❧❛✇✳ ❆❧❧ ✐♥✲
♥♦✈❛$✐♦♥( ✐♥ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛*❡ (✉♣♣♦(❡❞ $♦ ❜❡ $*❡❛$❡❞ ❛( (♦❢$✇❛*❡ ✐( ✐♥ $♦❞❛②✬( ❧❛✇✳
❚❤❡*❡ ✐( $❤❡*❡❢♦*❡ ♥♦ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ (❡❝$♦* ❢♦* ✐♥$❡*♠❡❞✐❛$❡ ❣♦♦❞(✳ ■♥♥♦✈❛$✐♦♥(
❛*❡ ✉(❡❞ ❞✐*❡❝$❧② ❜② $❤❡ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ (❡❝$♦* $♦ ♣*♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✱ ❛♥❞ ❜② $❤❡
❘✫❉ (❡❝$♦* $♦ ♣*♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✐♥♥♦✈❛$✐♦♥(✳ ❲❡ ♣*♦✈❡ $❤❡ ❡①✐($❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♣$✐✲
♠❛❧✐$② ♦❢ ❛♥ ❡M✉✐❧✐❜*✐✉♠ ✇✐$❤ ♣❡*❢❡❝$ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛*❦❡$ ❢♦* ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜✉$ ❈♦✉*♥♦$ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞( ♠❛*❦❡$✿ $❤❡ ✐♠♣❡*❢❡❝$ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥
❛❧❧♦✇( ❝♦♠♣❛♥✐❡( $♦ ❣❡♥❡*❛$❡ (✉✣❝✐❡♥$ (✉*♣❧✉( $♦ ❢✉♥❞ *❡(❡❛*❝❤✳ ❲❡ ❛❧(♦ ❞❡✲
(❝*✐❜❡ $❤❡ ❡✛❡❝$( ♦❢ $❤❡ ✈❡*✐✜❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉(✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠( $❤❛$ ❛*✐(❡ ♦♥ $❤❡
♠❛*❦❡$ ❢♦* ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❤♦✇ $♦ *❡(♦❧✈❡ $❤❡♠ ❜② ♣✉❜❧✐❝ ✐♥$❡*✈❡♥$✐♦♥✳
❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ♣❛*$ ❞❡❛❧( ✇✐$❤ $❤❡ ✐♥($✐$✉$✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ ❛♥❞
✐♥ ♣❛*$✐❝✉❧❛* ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✳ ■$ ($❛*$( ✇✐$❤ ❛♥ ✐♥$❡*♥❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛*✐(♦♥ ♦❢ $❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❋*❛♥❝❡ ❛♥❞ (❡✈❡*❛❧ ❊✉*♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥$*✐❡( ✐♥ ✈❛*✐♦✉(
(❡❝$♦*(✱ ✉(✐♥❣ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡$*✐❝ ♠❡$❤♦❞ ❜❛(❡❞ ♦♥ ❣*♦✇$❤ ❡M✉❛$✐♦♥( ✭❈❤❛♣$❡* ✸✮✳
❲❡ ❡($✐♠❛$❡ $❤❡ ♠❛*❦✉♣ ✐♥ ❡❛❝❤ (❡❝$♦* ❛♥❞ ✐$( ❡✈♦❧✉$✐♦♥✳ ❚❤❡ *❡(✉❧$( (♦♠❡✲
$✐♠❡( ❞❡✈✐❛$❡ ❢*♦♠ ❥✉❞❣♠❡♥$( ♦❢$❡♥ ♣❛((❡❞ ♦♥ $❤❡(❡ ❝♦✉♥$*✐❡(✱ ❡(♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ $❤❡
❙♣❡❝✐✜❝ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛$✐♦♥( ❛❞♦♣$❡❞ ❛♥♥✉❛❧❧② ❜② $❤❡ ❈♦✉♥❝✐❧ ♦❢ $❤❡ ❊✉*♦♣❡❛♥
❯♥✐♦♥✳ ❚✇♦ (❡❝$♦*( ❛*❡ $❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡$❛✐❧✳ ❈❤❛♣$❡* ✹ ❞✐(❝✉((❡( $❤❡ *❡❧❛✲
$✐♦♥(❤✐♣( ✐♥ $❤❡ ❢♦♦❞ ✐♥❞✉($*② ✈❡*$✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡* ❤❛( ❜❡❡♥
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 ✐♣♣❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦✉+ ♦❢ ❧❛+❣❡ +❡ ❛✐❧❡+. ✐♥ +❡❝❡♥ ②❡❛+.✳ ❚❤✐.  +❡♥❞ ✐. +❡✢❡❝ ❡❞ ✐♥  ❤❡
❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♣+♦✜ ❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥ .❡❣♠❡♥ . ♦❢  ❤❡ ❢♦♦❞ ✐♥❞✉. +② .✉♣♣❧②
❝❤❛✐♥✳ ❋♦♦❞ ♣+♦❞✉❝❡+. ❛♣♣❡❛+  ♦ ❜❡ ❧❡.. ♣+♦✜ ❛❜❧❡  ❤❛♥ +❡ ❛✐❧❡+. ✐♥ ❋+❛♥❝❡✳
❚❤✐. ♥❡✇ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡+ .❡❡♠.  ♦ ❤❛✈❡ . ❛+ ❡❞  ♦ ✐♠♣❛❝ ♣+♦✜ ♠❛+❣✐♥. .✐♥❝❡
 ❤❡ ❧❛ ❡ ✷✵✵✵.✳ ❈❤❛♣ ❡+ ✺ ❛♥❛❧②③❡.  ❤❡ ❞❡ ❡+♠✐♥❛♥ . ♦❢  ❤❡ .❤❛+♣ +✐.❡ ✐♥ ♣+✐❝❡.
✐♥ ❛❝❝♦♠♦❞❛ ✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦♦❞ .❡+✈✐❝❡. ❛❝ ✐✈✐ ✐❡.✳ ❚❤✐. ❣+♦✇ ❤ ❞♦❡. ♥♦ .❡❡♠  ♦ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡+ ❝♦. .✱ ✐♥ ♣❛+ ✐❝✉❧❛+ ✇❛❣❡.✳ ❘❛ ❤❡+✱ ❤✐❣❤❡+ ♣+♦✜ ♠❛+❣✐♥.
✐♥  ❤❡ .❡❝ ♦+✱ ♣❛+ ✐❝✉❧❛+❧② ♥♦ ✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦+ ❧❛+❣❡ ❤♦ ❡❧.✱ ❤✐♥ ❛ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛ ✐♦♥
♦❢  ❤❡ ♣+✐❝❡ ✐♥❝+❡❛.❡ ❜② ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥✱ ❡.♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦+  ❤❡ ❛❝❝♦♠♦❞❛ ✐♦♥
.❡❝ ♦+✳ ❚❤✐. ♣+♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛  +✐❜✉ ❡❞  ♦ +❡❣✉❧❛ ♦+② ❜❛++✐❡+.  ♦ ❡♥ +②  ❤❛ 
♣+❡✈❛✐❧❡❞ ✉♥ ✐❧ ✷✵✵✽ ✐♥  ❤✐. .❡❝ ♦+✳
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❞✉ -#❛✐-) &✉# ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉#♦♣)❡♥♥❡ ❞❛♥& ✉♥❡ ❢♦#♠✉❧❡ #❡♣#✐&❡ &❛♥& ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥
♠❛❥❡✉#❡ ❞❛♥& ❧❡& ✈❡#&✐♦♥& &✉❝❝❡&&✐✈❡& ❞❡ ❝❡ -#❛✐-) ✿ _✉✈#❡# ✓ ♣♦✉# ❧❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥- ❞✉#❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❊✉#♦♣❡ ❢♦♥❞) &✉# ✉♥❡ ❝#♦✐&&❛♥❝❡ )❝♦♥♦♠✐+✉❡ )+✉✐❧✐❜#)❡ ❡- &✉#
❧❛ &-❛❜✐❧✐-) ❞❡& ♣#✐①✱ ✉♥❡ )❝♦♥♦♠✐❡ &♦❝✐❛❧❡ ❞❡ ♠❛#❝❤) ❤❛✉-❡♠❡♥- ❝♦♠♣)-✐-✐✈❡✱
+✉✐ -❡♥❞ ❛✉ ♣❧❡✐♥ ❡♠♣❧♦✐ ❡- ❛✉ ♣#♦❣#D& &♦❝✐❛❧✱ ❡- ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ )❧❡✈) ❞❡ ♣#♦-❡❝-✐♦♥
❡- ❞✬❛♠)❧✐♦#❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +✉❛❧✐-) ❞❡ ❧✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥-✳ ✔ ▲❛ ❝#♦✐&&❛♥❝❡ )❝♦♥♦♠✐+✉❡
❡&- ♣❧❛❝)❡ ❛✉ ❝_✉# ❞❡ ❧✬❛❝-✐♦♥ ♣♦❧✐-✐+✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉- ❡♥❝♦#❡ ❝✐-❡# ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ✶✾✼✽✱
❧❡ ❯❙ ❋✉❧❧ ❊♠♣❧♦②♠❡♥, ❛♥❞ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ●2♦✇,❤ ❆❝,✱ +✉✐ ✜①❡ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝-✐❢ ❛✉
❣♦✉✈❡#♥❡♠❡♥- ❞❡& ➱-❛-&✲❯♥✐& ❞✬❆♠)#✐+✉❡ ❧❛ ♣♦✉#&✉✐-❡ ❞✉ ♣❧❡✐♥ ❡♠♣❧♦✐✱ ❞❡ ❧❛
❝#♦✐&&❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣#♦❞✉❝-✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ &-❛❜✐❧✐-) ❞❡& ♣#✐① ❡- ❞❡ ❧✬)+✉✐❧✐❜#❡ ❞✉ ❜✉❞✲
✶✳ ▲❡ $❛♣♣♦$( ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♠✐$$✐♦♥ $✉' ❧❛ ♠❡$✉'❡ ❞❡$ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡$ /❝♦♥♦♠✐0✉❡$ ❡1 ❞✉ ♣'♦✲
❣'4$ $♦❝✐❛❧ ❛ +(+ ♣✉❜❧✐+ ❡♥ 0❡♣(❡♠❜$❡ ✷✵✵✾✳
✷✳ ❱♦✐$ ♥♦(❛♠♠❡♥( ▲❛ ▼②$1✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝'♦✐$$❛♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡♥1 $✬❡♥ ❧✐❜/'❡'✱ ❞❡ ❉♦♠♥✐8✉❡
▼+❞❛ ✭✷✵✶✸✮✳
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❣❡" ❡" ❞❡ ❧❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞❡) ♣❛✐❡♠❡♥")
✸
✳ ▲/ ❡♥❝♦1❡ ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡ 1❡)"❡ ❝♦♥)✐❞212❡
❝♦♠♠❡ ♣1✐♠♦1❞✐❛❧❡✳
❙✐ ❧❛ ♥♦"✐♦♥ ❞❡ ❝1♦✐))❛♥❝❡ ❡)" ✐♠♣❛1❢❛✐"❡ ❡" )✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ♠21✐"❡ ♣❡✉"✲7"1❡ ♣❛)
❞✬7"1❡ / ❝❡ ♣♦✐♥" ♣122♠✐♥❡♥"❡ ❞❛♥) ❧❡ ❞✐)❝♦✉1) ♣♦❧✐"✐9✉❡ ❡" 2❝♦♥♦♠✐9✉❡✱ )♦♥
✐♠♣♦1"❛♥❝❡ 1❡)"❡ ♣♦✉1"❛♥" ♠❛❥❡✉1❡✳ ▲✬♦❜❥❡" ❞❡ ❝❡""❡ "❤=)❡ ❡)" ❞✬2"✉❞✐❡1 ❝❡1✲
"❛✐♥❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❞❡ ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡✱ ❞❡ )❡) ❞2"❡1♠✐♥❛♥") ❡" ❞❡) ♣♦❧✐"✐9✉❡) 9✉✐
❝❤❡1❝❤❡♥" / ❧❛ ❢❛✈♦1✐)❡1✱ ❡♥ ♣❛1"✐❝✉❧✐❡1 ❧✬✐♥♥♦✈❛"✐♦♥ ❡" ❧❛ ❝♦♥❝✉11❡♥❝❡✳
▲❡ ❞2"❡1♠✐♥❛♥" ♣1✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ "❡1♠❡ ❛✈❛♥❝2 ♣❛1 ❧❡)
"❤2♦1✐❡) ❞❡ ❝1♦✐))❛♥❝❡ ❡♥❞♦❣=♥❡✱ 9✉✐ ❞♦♠✐♥❡♥" ❧✬2"✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡ ❞❡♣✉✐)
♣❧✉)✐❡✉1) ❞2❝❡♥♥✐❡)✱ ❡)" ❧✬✐♥♥♦✈❛"✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡ ✈✉❡ ♣♦❧✐"✐9✉❡✱ ❧❡ ♣1♦❜❧=♠❡
❡)" ❛❧♦1) ❞❡ ❝♦♠♣1❡♥❞1❡ 9✉❡❧❧❡ ♣♦❧✐"✐9✉❡ ♣✉❜❧✐9✉❡ ♣❡1♠❡" ❞✬❡♥❝♦✉1❛❣❡1 ❧✬✐♥♥♦✲
✈❛"✐♦♥ ❡" ❞❡ ♠❛①✐♠✐)❡1 )❡) ❝♦♥)29✉❡♥❝❡) ❡♥ "❡1♠❡) ❞❡ ❝1♦✐))❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣♦❧✐"✐9✉❡
"1❛❞✐"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥)✐)"❡ / ❡♥❝♦✉1❛❣❡1 ❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ♣❛1 ❞❡) )✉❜✈❡♥"✐♦♥) ♣✉❜❧✐9✉❡)✱
❞✐1❡❝"❡) ♦✉ ✐♥❞✐1❡❝"❡)✱ ♠❛✐) ❛✉))✐ ♣❛1 ✉♥ ❝❛❞1❡ ❧2❣❛❧ 9✉✐ ♣❡1♠❡" ❧✬❛♣♣1♦♣1✐❛"✐♦♥
❞❡) ❢1✉✐") ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛"✐♦♥ ♣❛1 ❧❡) ❛❝"❡✉1) ♣1✐✈2)✳ ▼❛✐) ❧❡) ♣♦❧✐"✐9✉❡) ❡♥ ❢❛✈❡✉1 ❞❡
❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡ ♥❡ )❡ ❧✐♠✐"❡♥" ♣❛) / ❧✬❡♥❝♦✉1❛❣❡♠❡♥" ❞❡ ❧❛ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ❡" ❞2✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥" ✭❘✫❉✮ ❡" ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛"✐♦♥✳ ▲✬❡♥✈✐1♦♥♥❡♠❡♥" ✐♥)"✐"✉"✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛❝"✐✈✐"2
2❝♦♥♦♠✐9✉❡ ❡)" 2❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥ 2❧2♠❡♥" ♣1✐♠♦1❞✐❛❧ ❞✬❡①♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞✉ 1②"❤♠❡ ❞❡
❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡✱ ❡" ❡♥ ♣❛1"✐❝✉❧✐❡1✱ ❛✉ )❡✐♥ ❞❡ ❝❡" ❡♥✈✐1♦♥♥❡♠❡♥" ❧❛ ❝♦♥❝✉11❡♥❝❡✱
❞♦♥" ❧❡ 1G❧❡ ❡)" / ❧❛ ❢♦✐) ♠❛❥❡✉1 ❡" ❞✐)❝✉"2✳ ▲❛ )"1✉❝"✉1❡ ❝♦♥❝✉11❡♥"✐❡❧❧❡ ❞❡
❧✬2❝♦♥♦♠✐❡ ❥♦✉❡ ❞♦♥❝ 2❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥ 1G❧❡ ❝❡♥"1❛❧ ❞❛♥) ❧❡ ♣1♦❝❡))✉) ❞✬✐♥♥♦✈❛"✐♦♥
❡" ❞❛♥) ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡✳
✶ ▲❛ ❝$♦✐''❛♥❝❡ ❡* '❡' ❞,*❡$♠✐♥❛♥*'
❉❡♣✉✐) 9✉❡ ❧❛ )❝✐❡♥❝❡ 2❝♦♥♦♠✐9✉❡ )✬❡)" ❝♦♥)"✐"✉2❡ ❡♥ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ❛✉"♦♥♦♠❡✱
✈❡1) ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳❱■■■
❡
)✐=❝❧❡✱ ❧❛ ❤❛✉))❡ ❞❡ ❧❛ 1✐❝❤❡))❡ 2❝♦♥♦♠✐9✉❡ ❛ ❝♦♥)"✐"✉2
✉♥ ❞❡ )❡) ❝❤❛♠♣) ❞❡ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ♣1✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❆✐♥)✐✱ ❆❞❛♠ ❙♠✐"❤ ❝♦♥)❛❝1❡ ❡♥
✶✼✼✻ ❧❛ ♣1❡♠✐=1❡ ♣❛1"✐❡ ❞❡ )♦♥ ♦✉✈1❛❣❡ ❢♦♥❞❛"❡✉1✱ ❘❡❝❤❡$❝❤❡% %✉$ ❧❛ ♥❛*✉$❡ ❡*
❧❡% ❝❛✉%❡% ❞❡ ❧❛ $✐❝❤❡%%❡ ❞❡% ♥❛*✐♦♥%✱ / ❧✬❛♥❛❧②)❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 9✉✬✐❧
❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✓ ♣✉✐))❛♥❝❡ ♣1♦❞✉❝"✐✈❡ ❞✉ "1❛✈❛✐❧ ✔✱ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥
❞❡ ❧❛ 1✐❝❤❡))❡ ❞❡) ♥❛"✐♦♥) ♠❡)✉12❡ ♣❛1 ❧❛ 1✐❝❤❡))❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ )❡) ❤❛❜✐"❛♥")✳
❙♦♥ R✉✈1❡ ♣❡✉" ❛✐♥)✐ 7"1❡ ❝♦♥)✐❞212❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✓ ♣❧❛✐❞♦②❡1 ♣♦✉1 ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡
2❝♦♥♦♠✐9✉❡ ✔ ✭❲❛❧1❛❡✈❡♥)✱ ✷✵✶✵✮✳
✶✳✶ ◗✉✬❡&'✲❝❡ *✉❡ ❧❛ ❝-♦✐&&❛♥❝❡ 1❝♦♥♦♠✐*✉❡ ❄
▲❛ ❞2✜♥✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝1♦✐))❛♥❝❡ 2❝♦♥♦♠✐9✉❡ )✬❡)" ♣1♦❣1❡))✐✈❡♠❡♥" ❢♦1♠❛❧✐)2❡✳
❖♥ ♣❡✉" ❛✐♥)✐ 1❡"❡♥✐1 ❧❛ ❢♦1♠✉❧❛"✐♦♥ ❛❞♦♣"2❡ ♣❛1 ❋1❛♥X♦✐) Y❡11♦✉① ❡♥ ✶✾✻✶ ✿
✓ ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ )♦✉"❡♥✉❡ ♣❡♥❞❛♥" ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉)✐❡✉1) ♣21✐♦❞❡) ❧♦♥❣✉❡) ❞✬✉♥
✸✳ ❈✐$% ❞❛♥)  ♦❧✐$✐%✉❡ (❝♦♥♦♠✐%✉❡✱ ❞❡ ❇%♥❛))②✲◗✉%1%✱ ❈2✉1%✱ ❏❛❝5✉❡$ ❡$ 6✐)❛♥✐✲❋❡11②✱
✷✵✵✾✳
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✐♥❞✐❝❛%❡✉( ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥✱ ♣♦✉( ✉♥❡ ♥❛%✐♦♥✱ ❧❡ ♣(♦❞✉✐% ❣❧♦❜❛❧ ♥❡% ❡♥ %❡(♠❡*
(1❡❧* ✔
✹
✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐6(❡ *✐♠✐❧❛✐(❡✱ ❙✐♠♦♥ ❑✉③♥❡%* ❧❛ ❞1✜♥✐% ❛✐♥*✐ ✿ ✓ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%1
♣❡(♠❛♥❡♥%❡ ❞✬♦✛(✐( > ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ✉♥❡ ?✉❛♥%✐%1 ❛❝❝(✉❡ ❞❡
❜✐❡♥* ❡% *❡(✈✐❝❡* ♣❛( ❤❛❜✐%❛♥% ✔
✺
✳
❈❡%%❡ ♣(❡♠✐6(❡ ❞1✜♥✐%✐♦♥ ❡*% ❜✐❡♥ 1✈✐❞❡♠♠❡♥% %(6* (❡*%(✐❝%✐✈❡✱ ❡♥ ♣❛(%✐❝✉❧✐❡(
*✐ ♦♥ ❧❛ ❧✐♠✐%❡ > ✉♥ ✐♥❞✐❝❛%❡✉( ✉♥✐?✉❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡* ❜✐❡♥* ♠❛%1(✐❡❧*✱
%❡❧ ?✉❡ ❧❡ C■❇✳ ❈❡ ❞❡(♥✐❡( ❡*% ♣❛( ❝♦♥*%(✉❝%✐♦♥ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛%❡✉( ❞❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥
♠❛(❝❤❛♥❞❡✱ ?✉✐ 1✈❛❧✉❡ ♠❛❧✱ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❡(%❛✐♥* *❡(✈✐❝❡*
♣✉❜❧✐❝* ✭♣♦✉( ❧❡*?✉❡❧* ❧✬1✈❛❧✉❛%✐♦♥ (❡♣♦*❡ *♦✉✈❡♥% *✉( ❧❛ *✐♠♣❧❡ ♣(✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡
❞❡* ❝♦H%*✮ ❡% ♣❛* ❞✉ %♦✉% ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡* *❡(✈✐❝❡* ?✉❡ ❧❡* ♠1♥❛❣❡* *❡ (❡♥❞❡♥% >
❡✉①✲♠K♠❡* ♦✉ ❧❡* ♣(1❧6✈❡♠❡♥%* *✉( ❧✬❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥%✳ ■❧ (❡*%❡ ♣♦✉(%❛♥% ❧❛ ♠❡*✉(❡
♣(❡*?✉❡ ✉♥✐✈❡(*❡❧❧❡♠❡♥% (❡%❡♥✉❡ ♣♦✉( ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡✱ ?✉❛❧✐✜1 ❞❛♥* ❧❡ (❛♣♣♦(%
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐**✐♦♥ ❋✐%♦✉**✐✲❙❡♥✲❙%✐❣❧✐%③✱ ♣(1❝1❞❡♠♠❡♥% ❝✐%1✱ ❞✬✓ ✐♥*%(✉♠❡♥% ❞❡
♠❡*✉(❡ ❞❡ ❧✬❛❝%✐✈✐%1 1❝♦♥♦♠✐?✉❡ ❧❡ ♣❧✉* ❧❛(❣❡♠❡♥% ✉%✐❧✐*1 ✔✳ ❈❡%%❡ ❝♦♠♠✐**✐♦♥
♣(1❝♦♥✐*❡ ♣❛( ❛✐❧❧❡✉(* ✉♥ ❝❡(%❛✐♥ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ (❡❝♦♠♠❛♥❞❛%✐♦♥* ♣♦✉( ❛♠1❧✐♦(❡(
❧❛ ♠❡*✉(❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈✐❡ ❛✉✲❞❡❧> ❞✉ C■❇✳
▲❡* ❛✉%❡✉(* ❞❡* ❞❡✉① ❞1✜♥✐%✐♦♥* ❝❧❛**✐?✉❡* ?✉❡ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❝✐%1❡* ♥❡ ❧✐♠✐%❡♥%
❞✬❛✐❧❧❡✉(* ♣❛* ❧✬1%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡ > ❧❛ ❤❛✉**❡ ❞✉ C■❇✳ ❑✉③♥❡%*✱ ❛❧♦(* ♠K♠❡
?✉✬✐❧ ❛✈❛✐% ❞✐(✐❣1 ❞❛♥* ❧❡* ❛♥♥1❡* ✶✾✸✵ ❧✬1?✉✐♣❡ ❝❤❛(❣1❡ ❞❡ *%❛♥❞❛(❞✐*❡( ❧❛ ♠❡✲
*✉(❡ ❞✉ C■❇✱ ❞1❝❧❛(❛✐% ❛✉ ❙1♥❛% ❞❡* ➱%❛%*✲❯♥✐* ❞✬❆♠1(✐?✉❡ ✿ ✓ %❤❡ ✇❡❧❢❛(❡ ♦❢ ❛
♥❛%✐♦♥ ❝❛♥ *❝❛(❝❡❧② ❜❡ ✐♥❢❡((❡❞ ❢(♦♠ ❛ ♠❡❛*✉(❡ ♦❢ ♥❛%✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✔
✻
✳ C❡((♦✉①✱
?✉❛♥% > ❧✉✐✱ ❞✐*%✐♥❣✉❡ ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡ 1❝♦♥♦♠✐?✉❡ ❞✉ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% 1❝♦♥♦♠✐?✉❡
?✉✬✐❧ ❞1✜♥✐% ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♣(1❛❧❛❜❧❡ > ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡
✼
✿ ✓ ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥
❞❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%* ♠❡♥%❛✉① ❡% *♦❝✐❛✉① ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ?✉✐ ❧❛ (❡♥❞❡♥% ❛♣%❡ >
❢❛✐(❡ ❝(♦X%(❡ ❝✉♠✉❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❡% ❞✉(❛❜❧❡♠❡♥% *♦♥ ♣(♦❞✉✐% (1❡❧ ❡% ❣❧♦❜❛❧ ✔✳ ❈❡%%❡
❞❡✉①✐6♠❡ ❞1✜♥✐%✐♦♥ ♠❡% ❧✬❛❝❝❡♥% *✉( ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ?✉✐ ♣❡(♠❡%%❡♥% ❧✬❛✈6♥❡♠❡♥% ❞❡
❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡ 1❝♦♥♦♠✐?✉❡✱ ❡% ❡♥ ♣❛(%✐❝✉❧✐❡( *✉( ❧❡ ❝❛❞(❡ ✐♥*%✐%✉%✐♦♥♥❡❧ ?✉✐ ❧❛
♣❡(♠❡%✳ C❧✉* ❧♦✐♥ ❞❛♥* ❧✬♦✉✈(❛❣❡ ❞❡ C❡((♦✉①✱ ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❡ *②♥%❤1%✐*❡ ❧❡ ❧✐❡♥
❡♥%(❡ ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡ ❡% *❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ❞✬❛♣♣❛(✐%✐♦♥ ✿ ✓ ▲❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡ ❡*% ❞1✜♥✐❡
♣❛( ❧✬❛❝❝(♦✐**❡♠❡♥% ❞✉(❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐%1 1❝♦♥♦♠✐?✉❡✱ *✐♠♣❧❡
♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ (1❛❧✐*1 ❞❛♥* ❞❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%* ❞❡ *%(✉❝%✉(❡ ❡% 1✈❡♥%✉❡❧❧❡♠❡♥% ❞❡
*②*%6♠❡✱ ❡% ❛❝❝♦♠♣❛❣♥1 ❞❡ ♣(♦❣(6* 1❝♦♥♦♠✐?✉❡* ✈❛(✐❛❜❧❡*✳ ✔
✶✳✷ ▲❛ %❤'♦)✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝)♦✐//❛♥❝❡ '❝♦♥♦♠✐2✉❡ ❡% ❧❛ ♣)✐/❡ ❡♥
❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛%✐♦♥
❚♦✉% ❡♥ %❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❝❡* ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❡% ❞❡* ❧✐♠✐%❡* ❞❡ ❧❛ ❝(♦✐**❛♥❝❡
♠❡*✉(1❡ ♣❛( ❧❛ ❤❛✉**❡ ❞✉ C■❇✱ ♦♥ ♣❡✉% *✬✐♥%1(❡**❡( > ❧❛ ❞1%❡(♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡*
✹✳ ▲✬➱❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ❳❳
❡
,✐-❝❧❡✱ #❛%✐'✱ #❯❋✱ ✶✾✻✶
✺✳ /♦♣✉❧❛2✐♦♥✱ ❈❛♣✐2❛❧ ❛♥❞ ●6♦✇2❤✱ ◆❡✇ ❨♦%❦✱ ✶✾✼✸
✻✳ ◆❛2✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡✱ ✶✾✷✾✕✶✾✸✷✱ ✶✾✸✹
✼✳ ■❧ ❢❛✉: ♥♦:❡% <✉❡ ❧✬✉'❛❣❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐'❡ ❢❛✐: ❞✉ ❞@✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥: ❧❛ ❝♦♥'@<✉❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝%♦✐''❛♥❝❡ ♣❧✉:E: <✉❡ '❛ ❝♦♥❞✐:✐♦♥ ♣%@❛❧❛❜❧❡✳
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❞!"❡$♠✐♥❛♥") ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐))❛♥❝❡ !❝♦♥♦♠✐-✉❡✱ ❡♥ ♣❛$"✐❝✉❧✐❡$ 1 ❧♦♥❣ "❡$♠❡✳ ❉!✜♥✐$
❧❛ ❝$♦✐))❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤❛✉))❡ ❞✉$❛❜❧❡ ❞✉ 8■❇ ♣❡$♠❡" ❞❡ ❧❛ $❡♣$!)❡♥"❡$ )♦✉)
❧❛ ❢♦$♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ❞!♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝❡$"❛✐♥
♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❢❛❝"❡✉$) ❞❡ ♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ✭♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ "$❛✈❛✐❧ ❡" ❧❡ ❝❛♣✐"❛❧✮ ❡♥
❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $❡❧❛"✐♦♥ )"❛❜❧❡ ❞❛♥) ❧❡ "❡♠♣) ❞✉ "②♣❡ Y = F (K,N)✳
❈✬❡)" ❝❡""❡ $❡♣$!)❡♥"❛"✐♦♥✱ ❞❡✈❡♥✉❡ )"❛♥❞❛$❞ ❞❡♣✉✐) ❧✬❡))♦$ ❞❡ ❧✬!❝♦♥♦♠✐❡
♥!♦❝❧❛))✐-✉❡✱ -✉✐ ♣❡$♠❡" ❞❡ ❞✐)"✐♥❣✉❡$ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥" ❧❡) ❞✐✛!$❡♥") "②♣❡) ❞❡ ❞!✲
"❡$♠✐♥❛♥") ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐))❛♥❝❡ !❝♦♥♦♠✐-✉❡ -✉❡ ❧❛ "❤!♦$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐))❛♥❝❡ !"✉❞✐❡✳
❉✬✉♥❡ ♣❛$"✱ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛"✐♦♥ ❞❡) ❢❛❝"❡✉$) ❞❡ ♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ♣❡$♠❡" ❧✬❡))♦$ ❞❡ ❧❛
♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ✭❝$♦✐))❛♥❝❡ ❡①"❡♥)✐✈❡✮✱ ❞✬❛✉"$❡ ♣❛$" ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉$❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐)♦♥ ❞❡)
❢❛❝"❡✉$) ♣❡$♠❡" !❣❛❧❡♠❡♥" ✉♥❡ ❤❛✉))❡ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❞✉❝"✐♦♥ ✭❝$♦✐))❛♥❝❡ ✐♥"❡♥)✐✈❡✮✳
❉❛♥) ❝❡ )❝❤!♠❛✱ ❧❛ -✉❡)"✐♦♥ ❝$✉❝✐❛❧❡ ❡)" ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ♣$♦✲
❞✉❝"✐♦♥✱ ❡" ❡♥ ♣❛$"✐❝✉❧✐❡$ ❞❡ ❧❛ ♣$!)❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ $❡♥❞❡♠❡♥") ❞!❝$♦✐))❛♥")✳ ❙✐
❧❛ ♣$♦❞✉❝"✐✈✐"! ♠❛$❣✐♥❛❧❡ ❞❡) ❢❛❝"❡✉$) ❞!❝$♦G"✱ ❧❛ ❝$♦✐))❛♥❝❡ ❡①"❡♥)✐✈❡ ❞❡✈✐❡♥"
❞❡ ♠♦✐♥) ❡♥ ♠♦✐♥) ❡✣❝❛❝❡✳ ❈✬❡)" ❛✐♥)✐ -✉❡ ❝❡$"❛✐♥) !❝♦♥♦♠✐)"❡) ❝❧❛))✐-✉❡)✱ ❡♥
♣❛$"✐❝✉❧✐❡$ ❉❛✈✐❞ ❘✐❝❛$❞♦✱ ♦♥" ✉♥❡ ✈✐)✐♦♥ ♣❡))✐♠✐)"❡ ❞✉ ❞❡✈❡♥✐$ ❞❡ ❧✬!❝♦♥♦♠✐❡✱
❝♦♥❞❛♠♥!❡ 1 ✉♥ !"❛" )"❛"✐♦♥♥❛✐$❡ 1 ❧♦♥❣ "❡$♠❡✳ 8♦✉$ ❘✐❝❛$❞♦ ❡♥ ❡✛❡"✱ ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❞✉ )❛❧❛✐$❡ ❞❡ )✉❜)✐)"❛♥❝❡✱ ♣$♦✈♦-✉❡$❛✐" 1
"❡$♠❡ ✉♥❡ ❜❛✐))❡ ❞✉ "❛✉① ❞❡ ♣$♦✜" ❡" ❞❡ ❧✬✐♥✈❡)"✐))❡♠❡♥"✳
▲❡) ♠♦❞K❧❡) ♥!♦❝❧❛))✐-✉❡) ❞❡ ❝$♦✐))❛♥❝❡✱ ❛✉ ♣$❡♠✐❡$ $❛♥❣ ❞❡)-✉❡❧) ❧❡ ♠♦❞K❧❡
❞❡ ❙♦❧♦✇✱ $❡♣♦)❡♥" !❣❛❧❡♠❡♥" )✉$ ✉♥❡ $❡♣$!)❡♥"❛"✐♦♥ ❡♥ "❡$♠❡) ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡
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❧✬❡♥✈✐.♦♥♥❡♠❡♥' ❝♦♥❝✉..❡♥'✐❡❧ ❡0' 0♦✉✈❡♥' ✈8❝✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥'.❛✐♥'❡ ♣♦✉. ❧❡0
❡♥'.❡♣.✐0❡0 ❝♦♠♠❡ ♣♦✉. ❧❡0 ♣♦✉✈♦✐.0 ♣✉❜❧✐❝0✱ +✉✐ ♣❡✉✈❡♥' ② ✈♦✐. ✉♥❡ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥
❞❡ ❧❡✉. ❛✉'♦♥♦♠✐❡ ♣♦✉. ❞8✈❡❧♦♣♣❡. ✉♥❡ ♣♦❧✐'✐+✉❡ ✐♥❞✉0'.✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛.'✐❝✉❧✐❡.✱
✉♥ ❞8❜❛' ❛♥❝✐❡♥ ❡' 0❛♥0 ❝❡00❡ .❡♥♦✉✈❡❧8 ♣♦.'❡ 0✉. ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥'.❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡ ❡'
✐♥♥♦✈❛'✐♦♥ ✭✈♦✐. ❝✐✲❞❡00♦✉0✮✳
✾✳ ❖♥ ♣❡✉' (❡ )*❢*)❡) ❛✉ '❡①'❡ ❞❡( )❡❝♦♠♠❛♥❞❛'✐♦♥( ❛♥♥✉❡❧❧❡( ❞✉ ❈♦♥(❡✐❧ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥
❡✉)♦♣*❡♥♥❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦)❡ ❛✉ )❛♣♣♦)' ❛♥♥✉❡❧ ❖❜❥❡❝%✐❢ ❝(♦✐**❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❖❈❉❊✳
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▲❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ (✬❡♥*❡♥❞ ✐❝✐ ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐❞.❛❧ ♣✉&❡♠❡♥* *❤.♦&✐2✉❡✱ ♠❛✐(
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠.❝❛♥✐(♠❡( .❝♦♥♦♠✐2✉❡( 2✉✐ ❛❣✐((❡♥* (✉& ❧✬❛❝*✐✈✐*.
.❝♦♥♦♠✐2✉❡ ✿ ♣&.(❡♥❝❡ ❞✬❛❝*❡✉&( ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥*( ❡* ❧✐❜❡&*. ❞❡( ♣&✐①✱ ❢❛✐❜❧❡( &❡(✲
*&✐❝*✐♦♥( ; ❧✬❡♥*&.❡ (✉& ❧❡( ♠❛&❝❤.( ✭❧✐❜&❡ ❡♥*&.❡✮✳
✶✳✹ ▲❡% ❧✐❡♥% ❝♦♥+,♦✈❡,%.% ❡♥+,❡ ✐♥♥♦✈❛+✐♦♥ ❡+ ❝♦♥❝✉,✲
,❡♥❝❡
❆♣&@( ❛✈♦✐& ❞.❝&✐* ❧❡ &A❧❡ ♣&✐♠♦&❞✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❡♥
*❛♥* 2✉❡ ❞.*❡&♠✐♥❛♥*( ❞❡ ❧❛ ❝&♦✐((❛♥❝❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞❡ (✬❛&&B*❡& ✉♥ ♠♦♠❡♥* (✉&
❧❡ ❧✐❡♥ ❝♦♥*&♦✈❡&(. ❡♥*&❡ ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ ❡* ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡✳
❙✉& ❧❡ ♣❧❛♥ *❤.♦&✐2✉❡✱ ❧❛ *❤.♦&✐❡ .❝♦♥♦♠✐2✉❡ ♥❡ ❢♦✉&♥✐* ♣❛( ❞❡ ♣&.❞✐❝✲
*✐♦♥ ✉♥✐✈♦2✉❡✳ ▲❛ *❤.♦&✐❡ ♠✐❝&♦.❝♦♥♦♠✐2✉❡ (*❛♥❞❛&❞ ♣&.✈♦✐* 2✉❡ ❧✬❛❜(❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞&❡ ✉♥❡ ♣❡&*❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐*.✱ *❛♥* (*❛*✐2✉❡ 2✉❡ ❞②♥❛♠✐2✉❡✳ ❊♥
❝❡ 2✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠♦✐♥❞&❡ ♣&❡((✐♦♥ ❝♦♥❝✉&&❡♥*✐❡❧❧❡ ❞♦✐* .❣❛✲
❧❡♠❡♥* ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❡( ✐♥❝✐*❛*✐♦♥( ❞❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡( ; ❛✉❣♠❡♥*❡& ❧❡✉& ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥✳
❆✐♥(✐✱ ❧✬❡✛❡* ❞✐* ✓ ❞❡ &❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥* ✔✱ ❛✈❛♥❝. ♣❛& ❆&&♦✇ ❡♥ ✶✾✻✷✱ *❡♥❞ ; ♣&♦✉✲
✈❡& ✉♥ ❧✐❡♥ ♣♦(✐*✐❢ ❡♥*&❡ ❞❡❣&. ❞❡ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❡* ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥
✶✵
✳ ❙✐ ✉♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡
✐♥♥♦✈❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉* ❡(♣.&❡& ❣❛❣♥❡& ♣❧✉( 2✉❡ ❝❡ 2✉✬✐❧ ❛ ❞.❥; ✭✐❧ ♥❡ ♣❡✉* 2✉❡ (❡
✓ &❡♠♣❧❛❝❡& ✔ ❧✉✐✲♠B♠❡✮ ❛❧♦&( 2✉✬✉♥❡ ❡♥*&❡♣&✐(❡ ❡♥ (✐*✉❛*✐♦♥ ❝♦♥❝✉&&❡♥*✐❡❧❧❡
♣❡✉* ❡(♣.&❡& ✉♥ ❣❛✐♥ (✉♣.&✐❡✉& ; ❝❡❧✉✐ 2✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉& ❧✬✐♥(*❛♥*✳ ▲❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡(
❡♥ (✐*✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❛**❛❝❤❡&❛✐❡♥* ❛❧♦&( ✉♥❡ ✐♠♣♦&*❛♥❝❡ ♣❧✉( ❣&❛♥❞❡ ;
❧✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ 2✉❡ ❧❡( ♠♦♥♦♣♦❧❡(✳ P♦✉&*❛♥*✱ ♣❧✉(✐❡✉&( ❛&❣✉♠❡♥*( ❝♦♥*❡(*❡♥* ❝❡
❝❛❞&❡ ❣.♥.&❛❧✳ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❡(* ❧✬✐❞.❡ 2✉✬✉♥ ❛✛❛✐❜❧✐((❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡
❛✉❣♠❡♥*❡ ❧❡( ♣❡&(♣❡❝*✐✈❡( ❞❡ ♣&♦✜*( ❢✉*✉&(✱ ❡* ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝✐*❛*✐♦♥ ; ✐♥♥♦✈❡&✱ ❡✛❡*
❞✐* ✓ (❝❤✉♠♣.*.&✐❡♥ ✔✳ ▲❡ ❞❡✉①✐@♠❡ ❡(* 2✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡✱
❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥* ❧❡( ♣&♦✜*( ❞❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡(✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡✉& ❝❛♣❛❝✐*. ; ✐♥♥♦✈❡&✳ ❊♥✜♥✱
❧❡( ♠♦❞@❧❡( ❞✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬.❝♦♥♦♠✐❡ ✐♥❞✉(*&✐❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣❛&*✐❝✉❧✐❡& ❧❡( ♠♦❞@❧❡(
❞❡ ✓ ❝♦✉&(❡( ❛✉ ❜&❡✈❡* ✔✱ ❝♦♥❞✉✐(❡♥* ; ❧❛ ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥ 2✉✬✉♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛ ❞❛✲
✈❛♥*❛❣❡ ✐♥*.&B* ; ✐♥♥♦✈❡& ❛✜♥ ❞❡ ♣&.(❡&✈❡& (❡( (♦✉&❝❡( ❞❡ ♣&♦✜*( ❢✉*✉&( ✭(✬✐❧
♥✬✐♥♥♦✈❡ ♣❛(✱ ✉♥ ❝♦♥❝✉&&❡♥* ❧❡ ❢❡&❛✮✳
▲❡( .*✉❞❡( ❡♠♣✐&✐2✉❡( ♦♥* .*. ♥♦♠❜&❡✉(❡( ❞❡♣✉✐( ❧❡( ❛♥♥.❡( ✶✾✸✵
✶✶
✳ ▲❡(
♣&❡♠✐❡&( *&❛✈❛✉① (✬✐♥*.&❡((❛✐❡♥* ; ❧❛ &❡❧❛*✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉♣❡ *&❛♥(✈❡&(❛❧❡ ❡♥*&❡ ✐♥♥♦✲
✈❛*✐♦♥✱ *❛✐❧❧❡ ❞❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡( ♦✉ ❝♦♥❝❡♥*&❛*✐♦♥ ❞✉ ♠❛&❝❤.✳ ❈❡**❡ ❜&❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛
❧✐**.&❛*✉&❡ ❝♦♥❝❧✉* 2✉❡ ❧❡( ❣&❛♥❞❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡( ✭❡♥ *❡&♠❡( ❞❡ *❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ♣❛&*
❞❡ ♠❛&❝❤.✮ (♦♥* ❛✉((✐ ❝❡❧❧❡( 2✉✐ ✐♥♥♦✈❡♥* ❧❡ ♣❧✉(✳ P❡♥❞❛♥* ❞❡( ❞.❝❡♥♥✐❡(✱ ❝❡(
*&❛✈❛✉① ♦♥* .*. ✐♥*❡&♣&.*.( ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❤@(❡ (❝❤✉♠♣.*.&✐❡♥♥❡✳
❉❡( *&❛✈❛✉① ♣❧✉( &.❝❡♥*( ♦♥* ♥✉❛♥❝. ❝❡( &.(✉❧*❛*( ; ♣❛&*✐& ❞❡ ❞♦♥♥.❡( ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉❡❧❧❡( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡( ❡♥*&❡♣&✐(❡(✳ ❆✉ ❝♦✉&( ❞❡( ❛♥♥.❡( ✶✾✾✵✱ ❧❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ❞❡ ❧❛
❧✐**.&❛*✉&❡ ❞❡✈✐❡♥* 2✉❡ ❧✬✐♥*❡♥(✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ (✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡
✶✵✳ ❆$$♦✇✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❲❡❧❢❛+❡ ❛♥❞ -❤❡ ❆❧❧♦❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❘❡1♦✉+❝❡1 ❢♦+ ■♥✈❡♥-✐♦♥ ✱ ✶✾✻✷
✶✶✳ ❈❡- .$❛✈❛✉① ❡♠♣✐$✐6✉❡- -♦♥. ♣$8-❡♥.8- ❡♥ ❞8.❛✐❧ ❞❛♥- ❈♦♠♣❡-✐-✐♦♥ ❛♥❞ ●+♦✇-❤ ♣❛$
❆❣❤✐♦♥ ❡. ●$✐✣.❤✱ ✷✵✵✺✳
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❛❝❝"❧"$❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❞✉❝%✐✈✐%" ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡+ ❢❛❝%❡✉$+✱ ❧❛3✉❡❧❧❡
$❛❧❡♥%✐% ❛✈❡❝ ❧❡ $❡♥❢♦$❝❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%$❛%✐♦♥ ❞✉ ♠❛$❝❤" ❡% ❧❛ ❤❛✉++❡ ❞✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡+ ♣$♦✜%+✳ ❆❣❤✐♦♥✱ ❇❧♦♦♠✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ●$✐✣%❤ ❡% ❍♦✇✐%% ♦♥% ♠❡♥" ♣❧✉✲
+✐❡✉$+ %$❛✈❛✉① ♣♦✉$ $"❝♦♥❝✐❧✐❡$ ❧❡+ ♦❜+❡$✈❛%✐♦♥+ ❝♦♥%$❛❞✐❝%♦✐$❡+ ❡♥%$❡ ❧❡+ %$❛✈❛✉①
❡♠♣✐$✐3✉❡+ ❡% ❧❛ %❤"♦$✐❡✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡+ $"+✉❧%❛%+✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡+ ✐♥♥♦✈❛%✐♦♥+ ❡%
❧❡✉$ ❞✐✛✉+✐♦♥ C ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬"❝♦♥♦♠✐❡ +✉✐✈$❛✐❡♥% ✉♥❡ ❝♦✉$❜❡ ❡♥ ❯ ✐♥✈❡$+"
❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡♥+✐%" ❝♦♥❝✉$$❡♥%✐❡❧❧❡✳ ▲❛ $❡❧❛%✐♦♥ ❡♠♣✐$✐3✉❡ ❞"♠♦♥%$"❡ ♣❛$
❝❡%%❡ "%✉❞❡✱ ❡% $❡%$♦✉✈"❡ ❞❛♥+ ❞✬❛✉%$❡+ %$❛✈❛✉① ❡♠♣✐$✐3✉❡+✱ ♥❡ +❡$❛✐% %♦✉%❡❢♦✐+
♣❛+ $♦❜✉+%❡ C ❧❛ ♣$✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡+ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%+ ❞❡ ❧"❣✐+❧❛%✐♦♥ 3✉✐ ♦♥% ❡✉
♣♦✉$ ❡✛❡% ❞❡ +%✐♠✉❧❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❜$❡✈❡%+ ❞"♣♦+"+✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ❝❛+✱ ❈♦$✲
$❡❛ ✭✷✵✶✷✮ %$♦✉✈❡ ♣♦✉$ ❧❡+ ➱%❛%+✲❯♥✐+ ✉♥❡ $❡❧❛%✐♦♥ ♣♦+✐%✐✈❡ ❡♥%$❡ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ ❡%
✐♥♥♦✈❛%✐♦♥ ❡♥%$❡ ✶✾✼✸ ❡% ✶✾✽✷ ❡% ❛✉❝✉♥❡ $❡❧❛%✐♦♥ ♣♦✉$ ❧❛ ♣"$✐♦❞❡ ✶✾✽✸✲✶✾✾✹
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✷ ■♠♣❧✐❝❛(✐♦♥ ♣♦✉, ❧❛ ♣♦❧✐(✐-✉❡ ♣✉❜❧✐-✉❡ ❞❡ 1♦✉✲
(✐❡♥ 3 ❧❛ ❝,♦✐11❛♥❝❡
❉✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ♣♦❧✐%✐3✉❡ ♣✉❜❧✐3✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉+ ❧✬❛✈♦♥+ +♦✉❧✐❣♥"✱
❡♥❝♦✉$❛❣❡$ ✉♥❡ ❝$♦✐++❛♥❝❡ ❞✉$❛❜❧❡ ❡% +♦✉%❡♥❛❜❧❡ $❡+%❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝%✐❢ ♣$✐♠♦$❞✐❛❧✳
✷✳✶ #♦❧✐'✐(✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛'✐♦♥
▲✬✐♠♣♦$%❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛%✐♦♥ ♣❛$♠✐ ❧❡+ ❞"%❡$♠✐♥❛♥%+ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐++❛♥❝❡ ❛
❢❛✐% ❞❡ ❧✬❡♥❝♦✉$❛❣❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛%✐♦♥ ✉♥ ♦❜❥❡❝%✐❢ ♠❛❥❡✉$ ❡% ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥ ♣❧✉+
❛++✉♠"✳ ▲✬✐♥%❡$✈❡♥%✐♦♥ ♣✉❜❧✐3✉❡ +❡ ❥✉+%✐✜❡ ❡♥ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛$ ❧✬✐❞"❡ 3✉❡ ❧❡
$❡♥❞❡♠❡♥% +♦❝✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡+%✐++❡♠❡♥% ❞❛♥+ ❧❛ ❘✫❉ ❡% ❧✬✐♥♥♦✈❛%✐♦♥ ❡+% ❛ ♣$✐♦$✐
+✉♣"$✐❡✉$ ❛✉ $❡♥❞❡♠❡♥% ♣$✐✈"✱ +✐ ❜✐❡♥ 3✉❡ ❧✬❛❝%✐♦♥ ♣✉❜❧✐3✉❡ ❞♦✐% +✉♣♣❧"❡$ C
❝❡%%❡ ❞"❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡% ❡♥❝♦✉$❛❣❡$ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ✐♥✈❡+%✐++❡♠❡♥%✳ ❈❡%%❡ ♣♦✲
❧✐%✐3✉❡ ♣❡✉% ♣$❡♥❞$❡ ❞❡+ ❢♦$♠❡+ ❞✐✈❡$+❡+✳ ❖♥ ♣❡✉% ❞✐+%✐♥❣✉❡$ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❞❡✉①
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C ❧❛ ❝$♦✐++❛♥❝❡✱ ❧✬✐❞"❡ 3✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐%✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ ♣✉✐++❡ [%$❡ ✉♥ ♦✉✲
%✐❧ ❞❡ $"❣✉❧❛%✐♦♥ ❡♥ ❢❛✈❡✉$ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐++❛♥❝❡ "❝♦♥♦♠✐3✉❡ ❡+% ❛++❡③ $"❝❡♥%❡
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✶✷✳ ❈♦%%❡❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ✓ ■♥♥♦✈❛0✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ✿ ❛♥ ✉♥70❛❜❧❡ %❡❧❛0✐♦♥7❤✐♣ ✔✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢
❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡0#✐❝1✱ ✷✼✱ ♣❛❣❡7 ✶✻✵✲✶✻✻
✶✸✳ ❱♦✐% ❆♥♥❡ C❡%%♦0✱ ✓ ▲❛ ♣♦❧✐0✐E✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉%%❡♥❝❡ ❝♦♥0%✐❜✉❡✲0✲❡❧❧❡ G ❧❛ ❝%♦✐77❛♥❝❡
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❊❧❧❡ ❞$❝♦✉❧❡ ♣♦✉)*❛♥* ♥❛*✉)❡❧❧❡♠❡♥* ❞✉ ).❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ 0✉❡ ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥*
✐♥4*✐*✉*✐♦♥♥❡❧ ❥♦✉❡ ❞❛♥4 ❧❛ ❝)♦✐44❛♥❝❡ $❝♦♥♦♠✐0✉❡✳
▲❛ ♣♦❧✐*✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡ 4✬❛♣♣✉✐❡ *)❛❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥* 4✉) *)♦✐4 ♣✐❧✐❡)4 ✿
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♥❛♥*❡ ❡* ❧❡ ❝♦♥*).❧❡ ❞❡4 ❝♦♥❝❡♥*)❛*✐♦♥4✳ ❊♥ ❊✉)♦♣❡✱ 4✬② ❛❥♦✉*❡♥* ❞❡✉① ❝❤❛♠♣4
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$✈✐*❡) 0✉✬✉♥ ➱*❛* ♠❡♠❜)❡ ♥❡ ❞✐4*)✐❜✉❡ ❞❡4 ❛✐❞❡4 ♣✉❜❧✐0✉❡4 4✉) ❧❡ ♠❛)❝❤$ ❡✉✲
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✐♥❡✣❝❛❝❡4✱ ❡* ❧❡4 ♣♦❧✐*✐0✉❡4 ❞❡ ❧✐❜$)❛❧✐4❛*✐♦♥ 4❡❝*♦)✐❡❧❧❡✳
❍✐4*♦)✐0✉❡♠❡♥*✱ ❧❛ ♣♦❧✐*✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡ ❡4* ❞✬❛❜♦)❞ ❛♣♣❛)✉❡ ❞❛♥4
❧❡4 ♣❛②4 ❛♥❣❧♦✲4❛①♦♥4 ✭❈❛♥❛❞❛ ♣✉✐4 ➱*❛*4✲❯♥✐4 ❞H4 ❧❡ ❳■❳
❡
4✐H❝❧❡ ♣❛) ❞❡4 ❧♦✐4
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❝♦♥❝✉))❡♥❝❡ 4✬❡4* ♠✐4❡ ♣)♦❣)❡44✐✈❡♠❡♥* ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞H4 ❧✬✐♥4*❛✉)❛*✐♦♥ ❞✉ *)❛✐*$ ❞❡
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4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡ ❡♥ ✶✾✼✼✮
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✸ !❧❛♥ ❞❡ ❧❛ '❤)*❡✱ ❛♣♣-♦❝❤❡ ♠1'❤♦❞♦❧♦❣✐4✉❡ ❡'
♣-✐♥❝✐♣❛✉① -1*✉❧'❛'*
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❞❡✉① *②♣❡4 ❞❡ ♣♦❧✐*✐0✉❡4 ❞✬❡♥❝♦✉)❛❣❡♠❡♥* @ ❧✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛)*✱ ❧❡ 4♦✉*✐❡♥
♣✉❜❧✐❝ ❞✐)❡❝*✱ @ *)❛✈❡)4 ✉♥❡ $*✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝* ♠❛❝)♦$❝♦♥♦♠✐0✉❡ ❞✉ ❝)$❞✐* ❞✬✐♠✲
♣.* )❡❝❤❡)❝❤❡ ✭❈■❘✮✳ ❉✬❛✉*)❡ ♣❛)*✱ ❧✬✐♠♣❛❝* ❞❡ ❧✬$✈♦❧✉*✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞)❡ ❥✉)✐❞✐0✉❡
❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛*✐♦♥ @ *)❛✈❡)4 ✉♥ ♠♦❞H❧❡ *❤$♦)✐0✉❡ ♣)$4❡♥*❛♥* ❧❡4 ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥4 ❞✉
❞)♦✐* ❞❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐$*$ ✐♥*❡❧❧❡❝*✉❡❧❧❡ ❝❛✉4$❡4✱ ❡♥*)❡ ❛✉*)❡4✱ ♣❛) ❧❡ ❞$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥*
❞❡ ❧✬✐♥❞✉4*)✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛*✐♦♥✱ ❡* ❧❡✉) ✐♠♣❛❝* 4✉) ❧❛ ❝)♦✐44❛♥❝❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ♣❛)*✐❡ ❛❜♦)❞❡ ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥* ✐♥4*✐*✉*✐♦♥♥❡❧ ❛✉ 4❡♥4 ❧❛)❣❡✱ ❡*
❡♥ ♣❛)*✐❝✉❧✐❡) ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ 4✬♦✉✈)❡ ♣❛) ✉♥❡ ❝♦♠♣❛)❛✐4♦♥
✐♥*❡)♥❛*✐♦♥❛❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡ ❡♥*)❡ ❧❛ ❋)❛♥❝❡ ❡* ♣❧✉4✐❡✉)4 ♣❛②4
♥✝✶✷✱ ✷✵✵✸✴✶
✶✹✳ ❱♦✐- ♥♦.❛♠♠❡♥. ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❈♦♠❜❡✱ ▲❛ "♦❧✐&✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉--❡♥❝❡✱ 7❛-✐8✱ ✷✵✵✽
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❡✉"♦♣%❡♥' ❞❛♥' ❞✐✈❡"' '❡❝-❡✉"'✱ ❡♥ ♣❛"-✐❝✉❧✐❡" ❞❛♥' ❧❡' '❡"✈✐❝❡'✱ ❡♥ '✬❛♣♣✉②❛♥-
'✉" ✉♥❡ ♠%-❤♦❞❡ %❝♦♥♦♠%-"✐4✉❡ ❢♦♥❞%❡ '✉" ❞❡' %4✉❛-✐♦♥' ❞❡ ❝"♦✐''❛♥❝❡✳ ❉❡✉①
'❡❝-❡✉"' '♦♥- ❡♥'✉✐-❡ ❛♥❛❧②'%' ❡♥ ❞%-❛✐❧ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❢"❛♥9❛✐' ✿ ❧❡ '❡❝-❡✉" ❛❣"♦✲
❛❧✐♠❡♥-❛✐"❡ ❡- ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤=-❡❧❧❡"✐❡✲"❡'-❛✉"❛-✐♦♥ ✭❍❈❘✮✳
✸✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡* ♠,-❤♦❞♦❧♦❣✐2✉❡*
▲❡ ♣"❡♠✐❡" ❝❤❛♣✐-"❡ ❞❡ ❧❛ -❤D'❡ ❡'- ✉♥❡ %✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝- ♠❛❝"♦%❝♦♥♦✲
♠✐4✉❡ ❞✉ ❝"%❞✐- ❞✬✐♠♣=- "❡❝❤❡"❝❤❡ ✭❈■❘✮ ❞❛♥' ❧❛ ❢♦"♠❡ 4✉✬✐❧ ♣"❡♥❞ ❞❡♣✉✐' '❛
"%❢♦"♠❡ "%❝❡♥-❡ ❡♥ ✷✵✵✽✱ I ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞D❧❡ ♠❛❝"♦%❝♦♥♦♠%-"✐4✉❡ ▼➱❙❆◆●❊✳
❈❡ ♠♦❞D❧❡ ❛ %-% ❞%✈❡❧♦♣♣% ❝♦♥❥♦✐♥-❡♠❡♥- ♣❛" ❧✬■◆❙❊❊ ❡- ❧❛ ❉● ❚"%'♦"
✶✺
✳ ■❧ ❡'-
✉-✐❧✐'% ❝♦✉"❛♠♠❡♥- ♣♦✉" ❞❡' ♣"%✈✐'✐♦♥' %❝♦♥♦♠✐4✉❡' ♦✉ ❞❡' %-✉❞❡' ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝-
❞❡' ♣♦❧✐-✐4✉❡' ♣✉❜❧✐4✉❡'✳ ◆♦✉' ❧✬✉-✐❧✐'♦♥' ✐❝✐ ♣♦✉" '✐♠✉❧❡" ❧✬❡✛❡- ❞❡ ❧❛ "%❢♦"♠❡
❞✉ ❈■❘✳ ▲❛ ♠%-❤♦❞❡ ❝♦♥'✐'-❡ I ❝♦♠♣❛"❡" ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣"%❞✐- ♣❛" ❧❡ ♠♦❞D❧❡ ♣♦✉"
'❡' ❞✐✛%"❡♥-❡' ✈❛"✐❛❜❧❡' ❛✈❡❝ ❡- '❛♥' ❧❛ "%❢♦"♠❡✳ ❖♥ ♦❜-✐❡♥- ❛✐♥'✐ ♣❛" ❞✐✛%"❡♥❝❡
✉♥❡ ❡'-✐♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡ ❧❛ "%❢♦"♠❡ '✉" ❧❡' ❞✐✛%"❡♥-❡' ✈❛"✐❛❜❧❡' ♠❛❝"♦%✲
❝♦♥♦♠✐4✉❡' ✭❡♥ ♣❛"-✐❝✉❧✐❡" ❧❡ V■❇ ❡- ❧✬❡♠♣❧♦✐✮✳ ▲✬✐♥-%"X- ❞❡ ❝❡--❡ ❡'-✐♠❛-✐♦♥
❡'- 4✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉- X-"❡ "%❛❧✐'%❡ ❛✈❛♥- 4✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐''❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❞♦♥♥%❡' ❡♠✲
♣✐"✐4✉❡' ✭❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞✉ ❈■❘✱ ❧❛ ❞❡"♥✐D"❡ "%❢♦"♠❡ ♠❛❥❡✉"❡ ❞❛-❡ ❞❡ ✷✵✵✽ ❡- ❧❡'
❞♦♥♥%❡' ❞❡ ❘✫❉ ♥❡ '♦♥- ❝♦♥♥✉❡' 4✉❡ ❥✉'4✉❡ ✷✵✶✶✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡"♠❡- %❣❛❧❡♠❡♥- ❞❡
❞%❝"✐"❡ "✐❣♦✉"❡✉'❡♠❡♥- ❧❡' ❞✐✛%"❡♥-' ❝❛♥❛✉① ♣❛" ❧❡4✉❡❧ ❝❡' ❡✛❡-' '❡ ❢♦♥- '❡♥✲
-✐"✳ ❊♥ "❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ '✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❡'- ❜✐❡♥ %✈✐❞❡♠♠❡♥- -♦✉❥♦✉"' '♦✉♠✐'❡ ❛✉①
❧✐♠✐-❡' ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐-% ❞✉ ♠♦❞D❧❡ '✉" ❧❡4✉❡❧ ❡❧❧❡ '❡ ❜❛'❡ ❡- ❛✉① ❤②♣♦-❤D'❡' 4✉✐
♦♥- '❡"✈✐ I ❧❡ ❝♦♥'-"✉✐"❡✳ ▲❛ ♠%-❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ '✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♠❛❝"♦%❝♦♥♦♠✐4✉❡ ❡'-
✉-✐❧✐'%❡ ♣❛" ❧❡' ❣"❛♥❞❡' ✐♥'-✐-✉-✐♦♥' ✐♥-❡"♥❛-✐♦♥❛❧❡'✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❛ ❈♦♠♠✐''✐♦♥ ❡✉✲
"♦♣%❡♥♥❡ ♣✉❜❧✐❡ "%❣✉❧✐D"❡♠❡♥- ❞❡' %-✉❞❡' ❞✬✐♠♣❛❝- ❞❡ ❞✐✈❡"' ♣❤%♥♦♠D♥❡' ♦✉
♣♦❧✐-✐4✉❡' %❝♦♥♦♠✐4✉❡' ❡♥ ✉-✐❧✐'❛♥- ❧❡ ♠♦❞D❧❡ ♠❛❝"♦%❝♦♥♦♠✐4✉❡ ◗✉❡'-
✶✻
✳
▲❡ ❞❡✉①✐D♠❡ ❝❤❛♣✐-"❡ ❞❡ ❧❛ -❤D'❡ ❡'- ✉♥ ♠♦❞D❧❡ ♣✉"❡♠❡♥- -❤%♦"✐4✉❡ 4✉✐
'✬✐♥'❝"✐- ❞❛♥' ❧❛ ❧✐❣♥%❡ ✐♥-❡❧❧❡❝-✉❡❧❧❡ ❞❡' ♠♦❞D❧❡' ❞❡ ❝"♦✐''❛♥❝❡ ❡♥❞♦❣D♥❡✳ ❉❛♥'
❧❡ ♠♦❞D❧❡ ♣"%'❡♥-%✱ ❧❡' ✐♥♥♦✈❛-✐♦♥' '♦♥- ❞✐"❡❝-❡♠❡♥- ❜"❡✈❡-❛❜❧❡'✱ ❝♦♥-"❛✐"❡♠❡♥-
❛✉ ❝❛❞"❡ ❥✉"✐❞✐4✉❡ ❛❝-✉❡❧ ♦] ✉♥ ❜"❡✈❡- ♥❡ ♣❡✉- ♣♦"-❡" 4✉❡ '✉" ❧❛ ♠%-❤♦❞❡ ❞❡
♣"♦❞✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❡♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞%❧✐'❛-✐♦♥ ♣❡"♠❡- ❞❡ ♣"❡♥❞"❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡
❧❡' %✈♦❧✉-✐♦♥' "%❝❡♥-❡' ❞✉ ❞"♦✐- ❞❡ ❧❛ ♣"♦♣"✐%-% ✐♥-❡❧❧❡❝-✉❡❧❧❡ ❡- ❞❡ ❧❡' ♣♦✉''❡"
I ❧✬❡①-"X♠❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①♣❧♦"❡" ❧❡' ❝♦♥'%4✉❡♥❝❡'✳ ❚♦✉-❡' ❧❡' ✐♥♥♦✈❛-✐♦♥' '♦♥-
'✉♣♣♦'%❡' X-"❡ -"❛✐-%❡' ❝♦♠♠❡ ❧❡ '♦♥- ❛✉❥♦✉"❞✬❤✉✐✱ ❡♥ ❞"♦✐-✱ ❧❡' ❧♦❣✐❝✐❡❧' ♦✉ ❧❡'
❜✉"✐♥❡"" ♣❧❛♥"✱ ❝✬❡'-✲I✲❞✐"❡ '❛♥' '❡❝-❡✉" ❞❡ ♣"♦❞✉❝-✐♦♥ ❞❡' ❜✐❡♥' ✐♥-❡"♠%❞✐❛✐"❡'✳
◆♦✉' %-✉❞✐♦♥' ❧✬❡①✐'-❡♥❝❡ ❡- ❧❡' ❝❛"❛❝-%"✐'-✐4✉❡' ❞❡ ❧✬%4✉✐❧✐❜"❡ ❛✈❡❝ ❡- '❛♥'
✐♥-❡"✈❡♥-✐♦♥ ♣✉❜❧✐4✉❡✱ ❡♥ ♣"❡♥❛♥- ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❡ -②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉""❡♥❝❡ '✉" ❧❡
♠❛"❝❤%✳
✶✺✳ ❈❛%♦❧✐♥❡ ❑❧❡✐♥✱ ❖❧✐✈✐❡% ❙✐♠♦♥✱ ✓ ▲❡ ♠♦❞4❧❡ ▼➱❙❆◆●❊✱ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡%<✐♦♥ %=❡<>✐♠=❡ ❡♥
❜❛<❡ ✷✵✵✵ ✔✱ ❉♦❝✉♠❡♥'( ❞❡ '*❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❉●❚1❊✱ ♥✝✷✵✶✵✴✵✷✱ ♠❛%< ✷✵✶✵
✶✻✳ ❯♥❡ <=❧❡❝>✐♦♥ %=❝❡♥>❡ ❞❡ ❝❡< >%❛✈❛✉① ❡<> ♣%=<❡♥>=❡ <✉% ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞❡ ❧❛ ❉● ❊❝✜♥ ✿
❤!!♣✿✴✴❡❝✳❡✉)♦♣❛✳❡✉✴❡❝♦♥♦♠②❴❢✐♥❛♥❝❡✴)❡2❡❛)❝❤✴♠❛❝)♦❡❝♦♥♦♠✐❝❴♠♦❞❡❧2❴❡♥✳❤!♠
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▲❡ "#♦✐&✐'♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ❞❡ ❧❛ "❤'&❡ ❡&" ✉♥❡ 1"✉❞❡ 1❝♦♥♦♠1"#✐2✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❝♦♥❝✉##❡♥❝❡ ❞❛♥& ❞✐✛1#❡♥"& &❡❝"❡✉#&✱ 2✉✐ ❝♦♠♣❛#❡ ❧❛ &✐"✉❛"✐♦♥ ❡♥ ❋#❛♥❝❡ ❡"
❞❛♥& ❞✐✈❡#& ♣❛②& ❞✬❊✉#♦♣❡ ❞❡ ❧✬❖✉❡&"✳ ▲✬1"✉❞❡ #❡♣♦&❡ &✉# ❧✬✐❞1❡ 2✉✬✉♥ ❞1✜❝✐"
❞❡ ❝♦♥❝✉##❡♥❝❡ &❡ "#❛❞✉✐" ♣❛# ✉♥❡ #❡♥"❛❜✐❧✐"1 1❧❡✈1❡ ❡" ❞✉#❛❜❧❡ ❞❡& ❡♥"#❡♣#✐&❡&✱
2✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉" ♠❡&✉#❡# ♣❛# ❧❡ ❢❛❝"❡✉# ❞❡ ♠❛#❣❡ 1❝♦♥♦♠✐2✉❡
✶✼
✳ ❖♥ ♣❡✉" ❞♦♥❝
❝❤❡#❝❤❡# @ ❞1"❡#♠✐♥❡# &✐ ❧❡& ♣#♦✜"& &♦♥" ✓ "#♦♣ ✔ 1❧❡✈1& &✉# ❧❡ ♠❛#❝❤1✳ C♦✉# ❝❡
❢❛✐#❡✱ ♥♦✉& ✉"✐❧✐&♦♥& ❞❡& ❞♦♥♥1❡& ✐&&✉❡& ❞❡ ❞❡✉① ❜❛&❡& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ &❡❝"♦#✐❡❧ ✿ ❧❛
❜❛&❡ ❊❯✲❑▲❊▼❙ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ♣♦✉# ❧❡ ❝♦♠♣"❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉#♦♣1❡♥♥❡ ❡" ❧❛ ❜❛&❡
❙❚❆◆ ❞❡ ❧✬❖❈❉❊✳ ❊♥ ✉"✐❧✐&❛♥" ❝❡& ❞♦♥♥1❡&✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐2✉❡ ✉♥❡ ♠1"❤♦❞❡ 1❝♦♥♦✲
♠1"#✐2✉❡ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ❞❡♣✉✐& ❧❛ ✜♥ ❞❡& ❛♥♥1❡& ✶✾✽✵✱ 2✉✐ #❡♣♦&❡ &✉# ❧✬❡&"✐♠❛"✐♦♥
❞✉ #1&✐❞✉ ❞❡ ❙♦❧♦✇✱ ❧❛ ♣❛#" ❞❡ ❧❛ ❝#♦✐&&❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ♥♦♥ ❡①♣❧✐2✉1❡
♣❛# ❧❛ ❝#♦✐&&❛♥❝❡ ❞❡& ❢❛❝"❡✉#& ❞❡ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ✭❝❛♣✐"❛❧ ❡" "#❛✈❛✐❧✮✳ ▲❡ #1&✐❞✉ ❞❡
❙♦❧♦✇ ♣❡✉" &❡ ❞1✜♥✐# ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐'#❡& ✿ ❡♥ "❡#♠❡& ❞❡ 2✉❛♥"✐"1& ✭#1&✐❞✉ ♣#✐✲
♠❛❧✱ @ ♣❛#"✐# ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐&❛"✐♦♥ ❞✉ ♣#♦✜"✮ ♦✉ ❡♥ "❡#♠❡& ❞❡ ♣#✐① ✭#1&✐❞✉ ❞✉❛❧✱
@ ♣❛#"✐# ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐&❛"✐♦♥ ❞✉ ❝♦W"✮✳ ❉❛♥& ❧❡& ❞❡✉① ❝❛&✱ ❧❡ #1&✐❞✉ &❡ ❞1❝♦♠♣♦&❡
"♦✉❥♦✉#& ❞❡ ❧❛ ♠Y♠❡ ♠❛♥✐'#❡✳ ❖♥ ♣❡✉" ❛❧♦#& 1❧✐♠✐♥❡# ❧❡ ♣#♦❣#'& "❡❝❤♥♦❧♦❣✐2✉❡
♣❛# ✉♥❡ &✐♠♣❧❡ &♦✉&"#❛❝"✐♦♥ ❡♥"#❡ ❧❡ #1&✐❞✉ ♣#✐♠❛❧ ❡" ❧❡ #1&✐❞✉ ❞✉❛❧ ❜❛&1 &✉#
❧❡& ♣#✐①✱ ❡" ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ✉♥❡ ❡&"✐♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▲❡#♥❡#
✶✽
✳ ■❧ &✉✣" ❞♦♥❝
❞✬❡&"✐♠❡# ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ♥1♦❝❧❛&&✐2✉❡ ❞❡ "②♣❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛& 2✉✐
♣❡#♠❡" ❞✬1❝#✐#❡ ❧❡ #1&✐❞✉ ❞❡ ❙♦❧♦✇ ✭@ ♣❛#"✐# ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐&❛"✐♦♥ ❞❡& ♣#♦✜"&✮ ❡"
&♦♥ ❞✉❛❧ ✭@ ♣❛#"✐# ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐&❛"✐♦♥ ❞✉ ❝♦W"✮ ♣♦✉# ♦❜"❡♥✐# ✉♥ ✐♥❞✐❝❛"❡✉# ❞✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❝✉##❡♥❝❡✳
▲❡& 2✉❛"#✐'♠❡ ❡" ❝✐♥2✉✐'♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡& ❞❡ ❧❛ "❤'&❡ &✬✐♥"1#❡&&❡♥" ♣❧✉& ♣#1❝✐&1✲
♠❡♥" @ ❞❡✉① &❡❝"❡✉#& ❡♥ ❋#❛♥❝❡ ✿ ❧❡ &❡❝"❡✉# ❛❣#♦❛❧✐♠❡♥"❛✐#❡ ❡" ❧❡ &❡❝"❡✉# ❍❈❘✳
❉❛♥& ❧❡& ❞❡✉① ❝❛&✱ ♦♥ ❞1❝#✐" ❡♥ ❞1"❛✐❧ ❧✬1✈♦❧✉"✐♦♥ #1❣❧❡♠❡♥"❛✐#❡ ❞❡ ❝❤❛2✉❡ &❡❝✲
"❡✉#✱ 2✉✐ ❡&" ❡♥&✉✐"❡ ❝♦♥❢#♦♥"1❡ ❛✉① ❞♦♥♥1❡& ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡& ❛✜♥ ❞❡ ❞1"❡#♠✐♥❡# ❧❛
&✐"✉❛"✐♦♥ ❝♦♥❝✉##❡♥"✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡& &❡❝"❡✉#&✱ ❛✐♥&✐ 2✉❡ ❧❡& #1❢♦#♠❡& #1❣❧❡♠❡♥"❛✐#❡&
2✉✬♦♥ ♣♦✉##❛✐" &✉❣❣1#❡# ♣♦✉# ❛✉❣♠❡♥"❡# ❧❛ ❝♦♥❝✉##❡♥❝❡✳
✶✼✳ ▲❡ ❢❛❝(❡✉* ❞❡ ♠❛*❣❡ .❝♦♥♦♠✐2✉❡ ✭♦✉ ♠❛*❦✉♣✮ ❡7( ❞.✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ *❛♣♣♦*( ❡♥(*❡ ❧❡ ♣*✐①
❞❡ ✈❡♥(❡ ❡( ❧❡ ❝♦<( ♠❛*❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ✿ µ = P/mc✳ ❊♥ 7✐(✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ♣✉*❡ ❡(
♣❛*❢❛✐(❡✱ ❧❡ ♠❛*❦✉♣ ❡7( .❣❛❧ @ ✶ ✭♣*✐① ❞❡ ✈❡♥(❡ .❣❛❧ ❛✉ ❝♦<( ♠❛*❣✐♥❛❧✮✳ ❯♥ ❢❛❝(❡✉* ❞❡ ♠❛*❣❡
♣❧✉7 .❧❡✈. *❡✢C(❡ ✉♥ ❞❡❣*. ❞❡ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ♣❧✉7 ❢❛✐❜❧❡ ✭♣*✐① 7✉♣.*✐❡✉* ❛✉ ❝♦<( ♠❛*❣✐♥❛❧✮✳
▲❡ ❢❛❝(❡✉* ❞❡ ♠❛*❣❡ ♥✬❡7( ♣❛7 ❞✐*❡❝(❡♠❡♥( ♦❜7❡*✈❛❜❧❡ ❝❛* ♦♥ ♥❡ ❞✐7♣♦7❡ ♣❛7 ❡♥ ❣.♥.*❛❧ ❞❡
❞♦♥♥.❡7 ♣*.7❡♥(❛♥( ❧❡ ❝♦<( ♠❛*❣✐♥❛❧✳
✶✽✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▲❡*♥❡* ❡7( ❞.✜♥✐ ♣❛* β = (P −mc)/P ✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▲❡*♥❡* ❞❡ ✵ *❡♣*.7❡♥(❡
✉♥❡ 7✐(✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ♣✉*❡ ❡( ♣❛*❢❛✐(❡✳ ■❧ ❡7( .2✉✐✈❛❧❡♥( ❞❡ 7✬✐♥(.*❡77❡* ❛✉ ♠❛*❦✉♣ µ
♦✉ @ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▲❡*♥❡* β✱ ❡♥ ♦❜7❡*✈❛♥( 2✉❡ µ = 1/((1− β))✳
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✸✳✷✳✶ ❈❤❛♣✐)*❡ ✶ ✿ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞✉ ❝*5❞✐) ❞✬✐♠♣8) *❡❝❤❡*❝❤❡ ♣❛* ✉♥❡
9✐♠✉❧❛)✐♦♥ ♠❛❝*♦5❝♦♥♦♠✐:✉❡
✶✾
▲❡ ❝#$❞✐' ❞✬✐♠♣+' #❡❝❤❡#❝❤❡ ✭❈■❘✮ ❡2' ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ♦✉'✐❧ ✜2❝❛❧ ✭❡' 2❛♥2
❝♦♥'❡2'❡ ❧❡ ♣❧✉2 ❝♦9'❡✉①✮ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐'✐;✉❡ ❢#❛♥=❛✐2❡ ❞❡ 2♦✉'✐❡♥ > ❧✬✐♥♥♦✈❛'✐♦♥✳
❈❡''❡ $'✉❞❡ $✈❛❧✉❡ ♣❛# 2✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❧✬✐♠♣❛❝' ♠❛❝#♦$❝♦♥♦♠✐;✉❡ ❞✉ ❈■❘ ❡' ❞❡ 2❛
#$❢♦#♠❡ #$❝❡♥'❡ ❡♥ ✷✵✵✽✳ ▲✬♦#✐❣✐♥❛❧✐'$ ❞❡ ❝❡''❡ $'✉❞❡ ❡2' ❞❡ ♣#❡♥❞#❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡
❞❡ ♠❛♥✐E#❡ ❝♦♠♣❧E'❡ ❧❡2 ❞✐✛$#❡♥'2 ❡✛❡'2 ❞❡ ❝❡''❡ #$❢♦#♠❡✳
➚ ❝♦✉#' '❡#♠❡✱ ❧❡ #❡♥❢♦#❝❡♠❡♥' ❞✉ ❈■❘ ❝♦♥❞✉✐' > ✉♥❡ ❤❛✉22❡ ❞❡ ❧✬❛❝'✐✈✐'$ >
'#❛✈❡#2 ✉♥ #❡♥❢♦#❝❡♠❡♥' ❞❡2 ♣♦2'❡2 ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡2 ❞$♣❡♥2❡2
❞❡ ❘✫❉ 2❡ '#❛❞✉✐2❛♥' > ❧❛ ❢♦✐2 ♣❛# ✉♥❡ ❤❛✉22❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ '#❛✈❛✐❧ ❞❛♥2
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❡' ♣❛# ✉♥❡ ❤❛✉22❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡2'✐22❡♠❡♥' ♣#✐✈$✳ ➚ ❧♦♥❣
'❡#♠❡✱ ❧✬❡✛❡' ❞✉ ❈■❘ ✈✐❡♥' 2✬❛❥♦✉'❡# ❛✉① ❞$♣❡♥2❡2 ❞❡ ❘✫❉ ❝❡ ;✉✐ ♣❡#♠❡' ❞✬❛❝✲
❝#♦M'#❡ ❡' ❞❡ #❡♥♦✉✈❡❧❡# ❧❡ 2'♦❝❦ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐22❛♥❝❡2 ❞❛♥2 ❧✬$❝♦♥♦♠✐❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥'❛✲
'✐♦♥ ❞✉ 2'♦❝❦ ❞❡ ❘✫❉ ♣❡#♠❡' ❞✬❛✉❣♠❡♥'❡# ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣#♦❞✉❝'✐✈✐'$ ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡2 ❢❛❝'❡✉#2 ❡' ❞❡ ♠❡''#❡ 2✉# ❧❡ ♠❛#❝❤$ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣#♦❞✉✐'2 ♦✉ ❞✬❛♠$❧✐♦#❡#
❧❛ ;✉❛❧✐'$ ❞❡2 ♣#♦❞✉✐'2 ❡①✐2'❛♥'2✱ ❝❡ ;✉✐ ❝♦♥❞✉✐' > #❡♥❢♦#❝❡# ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❝'✐✈✐'$
♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡✳ ▲✬$✈❛❧✉❛'✐♦♥ '✐❡♥' ❝♦♠♣'❡ > ❧❛ ❢♦✐2 ❞❡2 ❢❛❝'❡✉#2 ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡
❝♦✉#' '❡#♠❡ ❡' ❞❡2 ❢❛❝'❡✉#2 ❞✬♦✛#❡ ❞❡ ♠♦②❡♥✲❧♦♥❣ '❡#♠❡✳ Q❛# ❛✐❧❧❡✉#2✱ ❧❡2 ❡✛❡'2
❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ♠❡2✉#❡✱ '❛♥' ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥' ♣✉❜❧✐❝ ;✉❡ ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥' ♣❛#
❧❡2 ❡♥'#❡♣#✐2❡2 ❞❡ ❧❡✉#2 ✐♥✈❡2'✐22❡♠❡♥'2 2✉♣♣❧$♠❡♥'❛✐#❡2✱ 2♦♥' $❣❛❧❡♠❡♥' ♣#✐2 ❡♥
❝♦♠♣'❡✳ ▲✬❡✛❡' ❞✉ ❈■❘ ❡2' '♦✉❥♦✉#2 ♣♦2✐'✐❢ > ❧♦♥❣ '❡#♠❡✱ '❛♥' 2✉# ❧✬❡♠♣❧♦✐ ;✉❡
2✉# ❧❡ Q■❇✱ ♠S♠❡ ❡♥ '❡♥❛♥' ❝♦♠♣'❡ ❞❡2 ❡✛❡'2 ♥$❣❛'✐❢2 ❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥'✳
✸✳✷✳✷ ❈❤❛♣✐)*❡ ✷ ✿ ;*✐❝✐♥❣ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❋✉♥❞✐♥❣ ❘❡9❡❛*❝❤ ♦❢ ◆❡✇
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❙❡❝)♦*9 ✐♥ ❛ ●*♦✇)❤ ▼♦❞❡❧
✷✵
❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❞✉ ❞#♦✐' ❞❡ ❧❛ ♣#♦♣#✐$'$ ✐♥'❡❧❧❡❝'✉❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ✐❞$❡
♥❡ ♣❡✉' ❢❛✐#❡ ❧✬♦❜❥❡' ❞✬✉♥❡ ♣#♦'❡❝'✐♦♥ ♣❛# ❜#❡✈❡' ❀ 2❡✉❧❡ ♣❡✉' S'#❡ ♣#♦'$❣$❡ ✉♥❡
✓ ✐♥✈❡♥'✐♦♥ ✔ 2✉2❝❡♣'✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✐♥❞✉2'#✐❡❧❧❡✱ ;✉✐ ♣❡✉' S'#❡ ✉'✐❧✐2$❡
♦✉ ❢❛❜#✐;✉$❡ ❞❛♥2 '♦✉' ❣❡♥#❡ ❞✬✐♥❞✉2'#✐❡✳ ❊♥ ♣#❛'✐;✉❡✱ ❝✬❡2' ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡
♣#♦❞✉❝'✐♦♥ ;✉✐ ❡2' ♣#♦'$❣$❡ ♣❛# ❧❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ '❡♠♣♦#❛✐#❡ ❝♦♥❢$#$ ♣❛# ❧❡ ❜#❡✈❡'✳
❈❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ♥❡ 2✬❛♣♣❧✐;✉❡ ♣♦✉#'❛♥' ♣❧✉2 > ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① 2❡❝'❡✉#2✱ ♥♦'❛♠♠❡♥'
> ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✐♥❢♦#♠❛'✐;✉❡✱ ♣♦✉# ❧❡2;✉❡❧2 ❧❡ ❜✐❡♥ ❡2' ❧✉✐✲♠S♠❡ ❝♦♥2'✐'✉$
♣❛# ❞❡ ❧✬✐♥❢♦#♠❛'✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦9' ♠❛#❣✐♥❛❧ ❞❡2 ❞✉♣❧✐❝❛'✐♦♥2 ❡2' ;✉❛2✐♠❡♥' ♥✉❧✱ ❞❡
2♦#'❡ ;✉✬♦♥ ♣❡✉' ❛✉22✐ ❝♦♥2✐❞$#❡# ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❉❛♥2
❧❡ ❝❛2 ❞❡2 ❧♦❣✐❝✐❡❧2 ✐♥❢♦#♠❛'✐;✉❡2✱ ✐❧ ❡2' ❛✐♥2✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐2'✐♥❣✉❡# ❧✬✐❞$❡ ❡' 2♦♥
2✉♣♣♦#'✳ ❖# 2✐ ❧❡2 ❧♦❣✐❝✐❡❧2 ♦♥' ❧♦♥❣'❡♠♣2 $'$ ❡①❝❧✉2 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡2 ✐♥✈❡♥'✐♦♥2
❜#❡✈❡'❛❜❧❡2✱ ❝❡ ♥✬❡2' ♣❧✉2 ❧❡ ❝❛2 ❛✉❥♦✉#❞✬❤✉✐ ❞❛♥2 ❧❛ ♣❧✉♣❛#' ❞❡2 ♣❛②2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱
✶✾✳ ❈❡%%❡ &%✉❞❡ ❡)% ❜❛)&❡ )✉, ✉♥❡ ♥♦%❡ ,&❞✐❣&❡ ♣♦✉, ❧❛ ❞✐,❡❝%✐♦♥ ❣&♥&,❛❧❡ ❞✉ ❚,&)♦,✱ ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦,❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❍✉❣♦ 8✐❧❧✉✳
✷✵✳ ❈❡ %,❛✈❛✐❧✱ &❝,✐% ❛✈❡❝ ❆♥❞,& ●,✐♠❛✉❞ ❡% ❋,&❞&,✐❝ ❚♦✉,♥❡♠❛✐♥❡✱ ❛ &%& ♣✉❜❧✐& ❞❛♥) ❧❡
❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦#② ✭❱♦❧✉♠❡ ✶✹✱ ■))✉❡ ✸✱ ♣❛❣❡) ✹✾✸✲✺✷✵✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✮✳
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❞❛♥# ❝❡&'❛✐♥# ♣❛②#✱ ♦♥ ✈♦✐' ❛♣♣❛&❛.'&❡ ❞❡# ❝❛# ♦/ ❝✬❡#' ❜✐❡♥ ❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ❧❛
❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❡❧❧❡✲♠5♠❡ 6✉✐ ❡#' ❜&❡✈❡'8❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡# ❜✉"✐♥❡"" ♣❧❛♥" ❛✉①
➱'❛'#✲❯♥✐#✳
❉❛♥# ❧❡# ♠♦❞>❧❡# ❝❧❛##✐6✉❡# ❞❡ ❝&♦✐##❛♥❝❡ ❡♥❞♦❣>♥❡✱ ❧❡# ❜&❡✈❡'# ♣♦&'❡♥'
#✉& ❞❡# ❜✐❡♥# ♣&✐✈8#✱ ❧❡# ❜✐❡♥# ✐♥'❡&♠8❞✐❛✐&❡# ✐♥❝♦&♣♦&❛♥' ❧❛ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡✳ ▲❡
♠♦❞>❧❡ ♣&8#❡♥'8 ✐❝✐ ❡♥'❡♥❞ '❡♥✐& ❝♦♠♣'❡ ❞❡# ♥♦✉✈❡❧❧❡# ♣&❛'✐6✉❡# ❞✉ ❞&♦✐' ❞❡
❧❛ ♣&♦♣&✐8'8 ✐♥'❡❧❧❡❝'✉❡❧❧❡✳ ❚♦✉'❡# ❧❡# ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥# #♦♥' #✉♣♣♦#8❡# 5'&❡ '&❛✐'8❡#
❝♦♠♠❡ ❧❡ #♦♥' ❛✉❥♦✉&❞✬❤✉✐✱ ❡♥ ❞&♦✐'✱ ❧❡# ❧♦❣✐❝✐❡❧# ♦✉ ❧❡# ❜✉"✐♥❡"" ♣❧❛♥"✳ ■❧ ♥✬② ❛
❞♦♥❝ ♣❛# ❞❡ #❡❝'❡✉& ❞❡ ♣&♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡# ❜✐❡♥# ✐♥'❡&♠8❞✐❛✐&❡#✱ ❧❡# ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥# #♦♥'
❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ✉'✐❧✐#8❡# ♣❛& ❧❡ #❡❝'❡✉& ❞❡ ❧❛ ♣&♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ✜♥❛❧ ♣♦✉& ♣&♦❞✉✐&❡
✉♥ ❜✐❡♥ ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛'✐♦♥✱ ❡' ♣❛& ❧❡ #❡❝'❡✉& ❘✫❉ ♣♦✉& ♣&♦❞✉✐&❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡#
✐♥♥♦✈❛'✐♦♥#✳ ▲❡# ❜&❡✈❡'# ♣&♦'>❣❡♥' ❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ❧✬✐♥♥♦✈❛'✐♦♥✱ ❧✬✐❞8❡✱ ❞❡ #♦&'❡ 6✉❡
❧✬✉'✐❧✐#❛'❡✉& ❞✬✉♥❡ ❞8❝♦✉✈❡&'❡ ❞♦✐' &8♠✉♥8&❡& ❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ❧✬✐♥♥♦✈❛'❡✉&✳
◆♦✉# ♣&♦✉✈♦♥# ❧✬❡①✐#'❡♥❝❡ ❡' ❧✬♦♣'✐♠❛❧✐'8 ❞✬✉♥ 86✉✐❧✐❜&❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡
♣❛&❢❛✐'❡ #✉& ❧❡ ♠❛&❝❤8 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ♠❛✐# ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ J ❧❛ ❈♦✉&♥♦' #✉&
❧❡ ♠❛&❝❤8 ❞✉ ❜✐❡♥ ✜♥❛❧ ✿ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ✐♠♣❛&❢❛✐'❡ ♣❡&♠❡' ❛✉① ❡♥'&❡♣&✐#❡# ❞❡
❞8❣❛❣❡& #✉✣#❛♠♠❡♥' ❞❡ #✉&♣❧✉# ♣♦✉& ✜♥❛♥❝❡& ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡✳ ◆♦✉# ❞8❝&✐✈♦♥#
8❣❛❧❡♠❡♥' ❧❡# ❡✛❡'# ❞❡# ♣&♦❜❧>♠❡# ❞✬❡①❝❧✉#✐♦♥ ❡' ❞❡ ✈8&✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉#❛❣❡ ❞❡#
❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡#✱ 6✉✐ ❛♣♣❛&❛✐##❡♥' #♦✉✈❡♥' ❡♥ ♣&❛'✐6✉❡ ❡' &❡♥❞❡♥' ❧✬86✉✐❧✐❜&❡ ♥♦♥
♦♣'✐♠❛❧✳ ▲✬✐♥'❡&✈❡♥'✐♦♥ ♣✉❜❧✐6✉❡ ♣❡✉' ♣❡&♠❡''&❡ ❞❡ &8#♦✉❞&❡ ❝❡# ♣&♦❜❧>♠❡# ❡'
❞❡ &❡'&♦✉✈❡& ❧✬♦♣'✐♠❛❧✐'8✳
✸✳✷✳✸ ❈❤❛♣✐()❡ ✸ ✿ ❈♦♠♣❛)❛✐.♦♥ ✐♥(❡)♥❛(✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉))❡♥❝❡
♣❛) ❧✬❡.(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡. ♠❛)❦✉♣.
✷✶
▲❡# ❛❝'❡✉&# ♦♣8&❛♥' ❞❛♥# ✉♥ #❡❝'❡✉& ♣❡✉ ❝♦♥❝✉&&❡♥'✐❡❧ ❜8♥8✜❝✐❡♥' ❞✬✉♥❡
&❡♥'❡ ❞❡ #✐'✉❛'✐♦♥ ❛✉ ❞8'&✐♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐'8 8❝♦♥♦♠✐6✉❡ '❛♥' #'❛'✐6✉❡ 6✉❡
❞②♥❛♠✐6✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐'&❡ ❝❤❡&❝❤❡ J ❝♦♠♣❛&❡& ❧✬✐♥'❡♥#✐'8 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❞❡
❞✐✛8&❡♥'# #❡❝'❡✉&# ❞❡ ❧✬8❝♦♥♦♠✐❡ ❞❛♥# ♣❧✉#✐❡✉&# ♣❛②# ❡✉&♦♣8❡♥# ♣❛& ✉♥❡ ❡#✲
'✐♠❛'✐♦♥ 8❝♦♥♦♠8'&✐6✉❡ ❞❡ ❝❡# &❡♥'❡# ❢♦♥❞8❡ #✉& ❞❡# ❞♦♥♥8❡# #❡❝'♦&✐❡❧❧❡# ❡'
❧✬❡#'✐♠❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ♣&♦❞✉❝'✐♦♥✳
▲❡# ✽ ♣❛②# ❡✉&♦♣8❡♥# ❝♦♥#✐❞8&8# #♦♥' ❧❡# #✉✐✈❛♥'# ✿ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❆✉'&✐❝❤❡✱
❇❡❧❣✐6✉❡✱ ❊#♣❛❣♥❡✱ ❋&❛♥❝❡✱ ■'❛❧✐❡✱ T❛②#✲❇❛#✱ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✳ ▲❡# #❡❝'❡✉&# 6✉❡
♥♦✉# ❛✈♦♥# &❡'❡♥✉# #♦♥' ❧❡# #✉✐✈❛♥'# ✿ ✐♥❞✉#'&✐❡✱ ❝♦♥#'&✉❝'✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡&❝❡ ❞❡ ❞8✲
'❛✐❧✱ '&❛♥#♣♦&' ❡' ❧♦❣✐#'✐6✉❡✱ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡# ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥✱ ❤U'❡❧❧❡&✐❡✲&❡#'❛✉&❛'✐♦♥
❡' ✓ #❡&✈✐❝❡# ♣&♦❢❡##✐♦♥♥❡❧# ✔
✷✷
✳ ❈❡# #❡❝'❡✉&# ♦♥' 8'8 ❝❤♦✐#✐# ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉&
✐♠♣♦&'❛♥❝❡ ♣♦✉& ❧❛ ✈✐❡ 8❝♦♥♦♠✐6✉❡✱ ❡♥ '❡&♠❡# ❞✬❡♠♣❧♦✐# ❡' ❞❡ ✈❛❧❡✉& ❛❥♦✉'8❡✱
❞❡ ❧❡✉& ✐♠♣♦&'❛♥❝❡ ♣♦✉& ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞✉ ❞❡❣&8 ❞❡ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ #♦❝✐8'8 ❡' ❞❡
✷✶✳ ❯♥❡ ♣❛()✐❡ ❞❡, ❛♥❛❧②,❡, ♣(/,❡♥)/❡, ✐❝✐ ,♦♥) )✐(/❡, ❞✬✉♥❡ ♥♦)❡ (/❞✐❣/❡ ♣♦✉( ❧❛ ❞✐(❡❝)✐♦♥
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3❝♦♥♦♠✐O✉❡ ❞✉ $❡❝.❡✉(✱ ♣❛(.✐❝✉❧✐9(❡♠❡♥. ✈✐$✐❜❧❡ ♣♦✉( ❧❡$ ❣(❛♥❞$ ❤0.❡❧$✱ $❡♠❜❧❡
♣❧✉.0. ❝♦♥❞✉✐(❡ J ❡①♣❧✐O✉❡( ❝❡..❡ ❤❛✉$$❡ ❞❡$ ♣(✐① ♣❛( ❧❡ ❞3❢❛✉. ❞❡ ❝♦♥❝✉((❡♥❝❡✱
$✉(.♦✉. $❡♥$✐❜❧❡ ❞❛♥$ ❧✬❤0.❡❧❧❡(✐❡✳ ❈❡ ❞3❢❛✉. ♣❡✉. $✬❡①♣❧✐O✉❡( ♣❛( ❧❡$ ❜❛((✐9(❡$
J ❧✬❡♥.(3❡ (3❣❧❡♠❡♥.❛✐(❡$ O✉✐ ♦♥. (3❣♥3 ❥✉$O✉❡ ✷✵✵✽ ❞❛♥$ ❝❡ $❡❝.❡✉(✳
✷✹✳ ❈❡ %&❛✈❛✐❧ ❡+% ❜❛+- +✉& ✉♥❡ ♥♦%❡ &-❞✐❣-❡ ♣♦✉& ❧❛ ❉● ❚&-+♦&✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦&❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼❛②❛
❇❛❝❛❝❤❡✳
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 !❡♠✐%!❡ ♣❛!(✐❡✿ ✐♥♥♦✈❛(✐♦♥ ❡( ❝!♦✐..❛♥❝❡
■♥(!♦❞✉❝(✐♦♥
❊♥ ✶✾✼✶✱ ❙✐♠♦♥ ❑✉③♥❡./ ❝♦♠♠❡♥1❛✐. ❧❛ ❝♦♥❢56❡♥❝❡ 7✉✬✐❧ ♣6♦♥♦♥1❛ ❡♥ ❛❝❝❡♣✲
.❛♥. /♦♥ ✓ ♣6✐① ◆♦❜❡❧ ✔ ❞✬5❝♦♥♦♠✐❡ ♣❛6 ❝❡/ ♠♦./ ✿ ✓ ❧❛ ❝6♦✐//❛♥❝❡ 5❝♦♥♦♠✐7✉❡
❞✬✉♥ ♣❛②/ ♣❡✉. C.6❡ ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤❛✉//❡ ❞❡ ❧♦♥❣ .❡6♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.5
G ❢♦✉6♥✐6 ❞❡/ ❜✐❡♥/ 5❝♦♥♦♠✐7✉❡/ ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ ❞✐✈❡6/ G /❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✱ ❝❡..❡
❝❛♣❛❝✐.5 ❝6♦✐//❛♥.❡ 5.❛♥. ❢♦♥❞5❡ /✉6 ❧✬❛✈❛♥❝5❡ ❞❡ ❧❛ .❡❝❤♥♦❧♦❣✐7✉❡ ❡. ❧❡/ ❛❥✉/✲
.❡♠❡♥./ .❡❝❤♥♦❧♦❣✐7✉❡/ ❡. ✐♥/.✐.✉.✐♦♥♥❡❧/ 7✉✬❡❧❧❡ ♥5❝❡//✐.❡✳ ✔ ❈✬❡/. ❧✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥
❛✉ /❡♥/ ❧❛6❣❡✱ ♥♦♥ /❡✉❧❡♠❡♥. ❧❡ ♣6♦❣6L/ .❡❝❤♥✐7✉❡ ♠❛✐/ ❛✉//✐ ❧❡/ ✐♥/.✐.✉.✐♦♥/ ❡.
❝❛❞6❡/ 7✉✐ ❧✉✐ ♣❡6♠❡..❡♥. ❞✬C.6❡ ✉.✐❧✐/5✱ 7✉✐ ❡/. ❝♦♥/✐❞565❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣6✐♥❝✐♣❛❧
❢❛❝.❡✉6 G 5.✉❞✐❡6✳ ▲✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥ ❡/. ❜✐❡♥ ❛✉ ❝N✉6 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣65❤❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝6♦✐/✲
/❛♥❝❡✳ O❛6♠✐ ❧❡/ ❞✐✛56❡♥./ ❢❛❝.❡✉6/ ❞❡ ❝6♦✐//❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ .❡6♠❡ ♠✐/ ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡
♣❛6 ❧❛ .❤5♦6✐❡ 5❝♦♥♦♠✐7✉❡ ✭❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡/ ❢❛❝.❡✉6/ ❞❡ ♣6♦❞✉❝.✐♦♥✱ ❝✉❧.✉6❡✱
❡♥✈✐6♦♥♥❡♠❡♥. ♥❛.✉6❡❧✳✳✳✮✱ ❧✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡. ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣❛6.✐❝✉❧✐L6❡✳ ◗✉❡ ❝❡
/♦✐. ❞❛♥/ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ♥5♦❝❧❛//✐7✉❡ ♦✉ ❞❛♥/ ❧❛ .❤5♦6✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝6♦✐//❛♥❝❡ ❡♥❞♦❣L♥❡✱
❝✬❡/. ❡❧❧❡ 7✉✐ ♣❡6♠❡. G ❧♦♥❣ .❡6♠❡ ✉♥❡ ❝6♦✐//❛♥❝❡ /♦✉.❡♥✉❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ♣♦❧✐.✐7✉❡ ♣✉❜❧✐7✉❡✱ ❧✬❡♥❝♦✉6❛❣❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥
❡/. ❛✐♥/✐ ❞❡✈❡♥✉ ❛✉ ✜❧ ❞❡/ ❛♥♥5❡/ ✉♥ ♦❜❥❡❝.✐❢ ♠❛❥❡✉6 ❡. ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ ❛/✲
/✉♠5✳ ▲❡/ ♣♦✉✈♦✐6/ ♣✉❜❧✐❝/ ❥✉/.✐✜❡♥. ❝❡ /♦✉.✐❡♥ ♣❛6 ❧✬✐❞5❡ 7✉❡ ❧❡ 6❡♥❞❡♠❡♥.
/♦❝✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡/.✐//❡♠❡♥. ❞❛♥/ ❧❛ 6❡❝❤❡6❝❤❡ ❡. ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥. ✭❘✫❉✮ ❡. ❧✬✐♥♥♦✲
✈❛.✐♦♥ ❡/. ❛ ♣6✐♦6✐ /✉♣56✐❡✉6 ❛✉ 6❡♥❞❡♠❡♥. ♣6✐✈5✱ /✐ ❜✐❡♥ 7✉❡ ❧✬❛❝.✐♦♥ ♣✉❜❧✐7✉❡
❞♦✐. /✉♣♣❧5❡6 G ❝❡..❡ ❞5❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡. ❡♥❝♦✉6❛❣❡6 ❧✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ✐♥✈❡/.✐/✲
/❡♠❡♥.
✶
✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡✉6♦♣5❡♥✱ ❧❛ /.6❛.5❣✐❡ ❞❡ ▲✐/❜♦♥♥❡ ❛✈❛✐.✱ ❡♥ ✷✵✵✵✱ 6❡.❡♥✉
♣♦✉6 ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉6♦♣5❡♥♥❡ ❧✬❛♠❜✐.✐♦♥ G ❞✐① ❛♥/ ❞❡ ✓ ❞❡✈❡♥✐6 ❧✬5❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉/ ❝♦♠♣5.✐.✐✈❡ ❡. ❧❛ ♣❧✉/ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✔ ❣6[❝❡ G ✉♥
❡✛♦6. ❞❡ 6❡❝❤❡6❝❤❡ ❛❝❝6✉✳ ❊❧❧❡ /✬❡/. .6❛❞✉✐.❡✱ ❧♦6/ ❞✉ ❈♦♥/❡✐❧ ❡✉6♦♣5❡♥ ❞❡ ❇❛6✲
❝❡❧♦♥❡ ❡♥ ✷✵✵✷✱ ♣❛6 ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ /✉✐✈❛♥. ✿ ✓ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❞5♣❡♥/❡/ ❡♥ ♠❛.✐L6❡ ❞❡
6❡❝❤❡6❝❤❡ ❡. ❞❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥. ✭❘✫❉✮ ❡. ❞✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥ ❞❛♥/ ❧✬❯♥✐♦♥ ❞♦✐. ❛✉❣✲
♠❡♥.❡6✱ ♣♦✉6 ❛♣♣6♦❝❤❡6 ✸✪ ❞✉ O■❇ ❞✬✐❝✐ ✷✵✶✵ ✔✱ ♦❜❥❡❝.✐❢ 7✉✐ ❡/. ♠❛✐♥.❡♥❛♥.
♦✣❝✐❡❧❧❡♠❡♥. 6❡♣6✐/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞❡ ❧❛ /.6❛.5❣✐❡ ❊✉6♦♣❡ ✷✵✷✵✱ 7✉✐ ❛ /✉❝❝5❞5 G
❧❛ /.6❛.5❣✐❡ ❞❡ ▲✐/❜♦♥♥❡ ❡♥ ✷✵✶✵✱ ❡. 7✉✐ /✬❛♣♣❧✐7✉❡ ❡♥ ♣❛6.✐❝✉❧✐❡6 G ❧❛ ❋6❛♥❝❡✳
▼❛✐/ ❧❛ ♣♦❧✐.✐7✉❡ ♣✉❜❧✐7✉❡ ❞✬❡♥❝♦✉6❛❣❡♠❡♥. G ❧✬✐♥♥♦✈❛.✐♦♥ ♥❡ /❡ 65❞✉✐. ♣❛/
G ❞❡/ /♦✉.✐❡♥/ ✜♥❛♥❝✐❡6/ ❡. G ✉♥ ♦❜❥❡❝.✐❢ ❝❤✐✛65✳ ❖♥ ♣❡✉. ❞✐/.✐♥❣✉❡6 ❛✉ ♠♦✐♥/
✶✳ ❱♦✐% ♥♦'❛♠♠❡♥' ❧✬✐♥'%♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ %❛♣♣♦%' '❤2♠❛'✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈♦✉% ❞❡5 ❝♦♠♣'❡5 ❝♦♥5❛❝%2
❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥' ♣✉❜❧✐❝ ❞❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❡' ♣✉❜❧✐2 ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✶✸✳
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❞❡✉① $②♣❡' ❞❡ ♣♦❧✐$✐+✉❡' ✿ ❧❡' ♣♦❧✐$✐+✉❡' ❞✬✐♥❝✐$❛$✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐23❡✱ +✉❡ ❝❡ '♦✐❡♥$ ❧❡'
❞5♣❡♥'❡' ♣✉❜❧✐+✉❡'✱ ❧❡' ❛✐❞❡' ❞✐3❡❝$❡' ♦✉ ❧❡' ♠❡'✉3❡' ✜'❝❛❧❡' ❡$ ❧❡' ♣♦❧✐$✐+✉❡'
+✉✐ ✐♥✢✉❡♥$ '✉3 ❧❡ ❝❛❞3❡ ✐♥'$✐$✉$✐♦♥♥❡❧ ❡$ ❥✉3✐❞✐+✉❡ +✉✐ ♣❡3♠❡$ : ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥✱
❡♥ ♣❛3$✐❝✉❧✐❡3 : ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ ♣3✐✈5❡✱ ❞❡ '❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡3✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ '✐❣♥❛❧❛✐$ ❑✉③✲
♥❡$'✱ ❝❡ ♥✬❡'$ ♣❛' '❡✉❧❡♠❡♥$ ❧✬❛✈❛♥❝5❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐+✉❡ +✉✐ ❝♦♠♣$❡ ♠❛✐' ❜✐❡♥
❛✉''✐ ❧❡' ✓ ❛❥✉'$❡♠❡♥$' ✐♥'$✐$✉$✐♦♥♥❡❧' +✉✬❡❧❧❡ ♥5❝❡''✐$❡ ✔✳ ◗✉✬✐❧ '✬❛❣✐''❡ ♦✉ ♥♦♥
❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐$✐+✉❡ ❞5❧✐❜535❡✱ ❧❡ ❝❛❞3❡ ❥✉3✐❞✐+✉❡ ❡$ ✐♥'$✐$✉$✐♦♥♥❡❧ ❡'$ ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛❧
♣♦✉3 ❡①♣❧✐+✉❡3 ❧❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥✳ ▲❡' ♣♦❧✐$✐+✉❡' ❞❡ 3❡♥❢♦3❝❡✲
♠❡♥$ ❞❡' ❞3♦✐$' ❞❡ ♣3♦♣3✐5$5 ✐♥$❡❧❧❡❝$✉❡❧' ❡$ ✐♥❞✉'$3✐❡❧' '♦♥$ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
♣♦❧✐$✐+✉❡ ❞5❧✐❜535❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛$✐23❡✳ ▼❛✐' ❞❡' ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$' ♠♦✐♥' ❞5❧✐❜535'
♣❡✉✈❡♥$ 5❣❛❧❡♠❡♥$ ❛✈♦✐3 ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉3❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❡ 3❡❝❡♥$3❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❝✲
$✐✈✐$5 5❝♦♥♦♠✐+✉❡ '✉3 ❧✬✐♥❢♦3♠❛$✐♦♥ ❛ ❝♦♥❞✉✐$ : ♠♦❞✐✜❡3 ❝❡3$❛✐♥' ❛'♣❡❝$' ❞❡
❧❛ ❞5✜♥✐$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ ❡$ ❞❡ ❧❛ ♣3♦♣3✐5$5 ✐♥$❡❧❧❡❝$✉❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡' ❝♦♥'5✲
+✉❡♥❝❡' ♠❛❥❡✉3❡' '✉3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❧5❣❛❧ ❡$ ♣3❛$✐+✉❡ ❡$ ❞❡' ✐♠♣❧✐❝❛$✐♦♥' ♣3♦❢♦♥❞❡'
'✉3 ❧❛ $❤5♦3✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝3♦✐''❛♥❝❡✳
❈❡$$❡ ♣❛3$✐❡ ♣35'❡♥$❡ ❞❡✉① 5$✉❞❡' +✉✐ ❛❜♦3❞❡♥$ '✉❝❝❡''✐✈❡♠❡♥$ ❝❡' ❞❡✉①
$②♣❡' ❞❡ ♣♦❧✐$✐+✉❡' ❞✬❡♥❝♦✉3❛❣❡♠❡♥$ : ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛3$✱ ❧❡ '♦✉$✐❡♥ ♣✉✲
❜❧✐❝ ❞✐3❡❝$✱ : $3❛✈❡3' ✉♥❡ 5$✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝$ ♠❛❝3♦5❝♦♥♦♠✐+✉❡ ❞✉ ❝35❞✐$ ❞✬✐♠✲
♣K$ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ✭❈■❘✮✱ ♣3✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥'$3✉♠❡♥$ ❡♥ ❋3❛♥❝❡ ❞❡ '♦✉$✐❡♥ ✜♥❛♥❝✐❡3 : ❧❛
❞5♣❡♥'❡ ♣3✐✈5❡ ❡♥ ❘✫❉✳ ❉✬❛✉$3❡ ♣❛3$✱ ❧✬✐♠♣❛❝$ ❞❡ ❧✬5✈♦❧✉$✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞3❡ ✐♥'✲
$✐$✉$✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ : $3❛✈❡3' ✉♥ ♠♦❞2❧❡ $❤5♦3✐+✉❡ ♣35'❡♥$❛♥$ ❧❡' ♠♦✲
❞✐✜❝❛$✐♦♥' ❞✉ ❞3♦✐$ ❞❡ ❧❛ ♣3♦♣3✐5$5 ✐♥$❡❧❧❡❝$✉❡❧❧❡ ❝❛✉'5❡'✱ ❡♥$3❡ ❛✉$3❡'✱ ♣❛3 ❧❡
❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉'$3✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦3♠❛$✐♦♥✱ ❡$ ❧❡✉3 ✐♠♣❛❝$ '✉3 ❧❛ ❝3♦✐''❛♥❝❡✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✶ ✿ ➱✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞✉ ❝&2❞✐% ❞✬✐♠♣5% &❡❝❤❡&❝❤❡ ♣❛&
✉♥❡ 6✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♠❛❝&♦2❝♦♥♦♠✐7✉❡
✷
▲❛ ❋3❛♥❝❡ '✬❡'$ ❞♦$5❡ ❞✬✐♥'$3✉♠❡♥$' ✈✐'❛♥$ : '$✐♠✉❧❡3 ❧✬✐♥✈❡'$✐''❡♠❡♥$ ❡♥
❘✫❉ ❞✉ '❡❝$❡✉3 ♣3✐✈5✱ ❞♦♥$ ❧❡ ♣❧✉' ❝♦R$❡✉① ❡'$ '❛♥' ❝♦♥$❡'$❡ ❧❡ ❝35❞✐$ ❞✬✐♠✲
♣K$ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ✭❈■❘✮✳ ▲✬♦❜❥❡$ ❞❡ ❝❡$$❡ 5$✉❞❡ ❡'$ ❞✬5✈❛❧✉❡3✱ : ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞2❧❡
♠❛❝3♦5❝♦♥♦♠5$3✐+✉❡ ▼➱❙❆◆●❊ ❧✬✐♠♣❛❝$ ♠❛❝3♦5❝♦♥♦♠✐+✉❡ ❞✉ ❈■❘ ❞❛♥' ❧❛
❢♦3♠❡ +✉✬✐❧ ♣3❡♥❞ ❞❡♣✉✐' '❛ 35❢♦3♠❡ 35❝❡♥$❡ ❡♥ ✷✵✵✽✳
▲✬♦3✐❣✐♥❛❧✐$5 ❞❡ ❝❡$$❡ 5$✉❞❡ ♣❛3 3❛♣♣♦3$ ❛✉① 5$✉❞❡' +✉✐ ❧✬♦♥$ ♣35❝5❞5❡ ❡'$
♥♦$❛♠♠❡♥$ ❞❡ ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❡' ❞✐✛53❡♥$' ❡✛❡$' ❞❡ ❝❡$$❡ 35❢♦3♠❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐23❡ ❝♦♠♣❧2$❡✳ ➚ ❝♦✉3$ $❡3♠❡✱ ❧❡ 3❡♥❢♦3❝❡♠❡♥$ ❞✉ ❈■❘ ❝♦♥❞✉✐$ : ✉♥❡ ❤❛✉''❡
❞❡ ❧✬❛❝$✐✈✐$5 : $3❛✈❡3' ✉♥ 3❡♥❢♦3❝❡♠❡♥$ ❞❡' ♣♦'$❡' ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥
❞❡' ❞5♣❡♥'❡' ❞❡ ❘✫❉ '❡ $3❛❞✉✐'❛♥$ : ❧❛ ❢♦✐' ♣❛3 ✉♥❡ ❤❛✉''❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡
$3❛✈❛✐❧ ❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❡$ ♣❛3 ✉♥❡ ❤❛✉''❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡'$✐''❡♠❡♥$
♣3✐✈5✳ ➚ ❧♦♥❣ $❡3♠❡✱ ❧✬❡✛❡$ ❞✉ ❈■❘ ✈✐❡♥$ '✬❛❥♦✉$❡3 ❛✉① ❞5♣❡♥'❡' ❞❡ ❘✫❉ ❝❡ +✉✐
♣❡3♠❡$ ❞✬❛❝❝3♦]$3❡ ❡$ ❞❡ 3❡♥♦✉✈❡❧❡3 ❧❡ '$♦❝❦ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡' ❞❛♥' ❧✬5❝♦♥♦♠✐❡✳
▲✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ '$♦❝❦ ❞❡ ❘✫❉ ♣❡3♠❡$ ❞✬❛✉❣♠❡♥$❡3 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣3♦❞✉❝✲
✷✳ ❈❡$$❡ %$✉❞❡ ❡($ ❜❛(%❡ (✉+ ✉♥❡ ♥♦$❡ +%❞✐❣%❡ ♣♦✉+ ❧❛ ❞✐+❡❝$✐♦♥ ❣%♥%+❛❧❡ ❞✉ ❚+%(♦+✱ ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦+❛$✐♦♥ ❛✈❡❝ ❍✉❣♦ 7✐❧❧✉✳
26
 ✐✈✐ # ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡+ ❢❛❝ ❡✉/+ ❡ ❞❡ ♠❡  /❡ +✉/ ❧❡ ♠❛/❝❤# ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣/♦❞✉✐ +
♦✉ ❞✬❛♠#❧✐♦/❡/ ❧❛ 6✉❛❧✐ # ❞❡+ ♣/♦❞✉✐ + ❡①✐+ ❛♥ +✱ ❝❡ 6✉✐ ❝♦♥❞✉✐ 8 /❡♥❢♦/❝❡/ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❝ ✐✈✐ # ♣♦ ❡♥ ✐❡❧❧❡✳ ▲✬#✈❛❧✉❛ ✐♦♥  ✐❡♥ ❝♦♠♣ ❡ 8 ❧❛ ❢♦✐+ ❞❡+ ❢❛❝ ❡✉/+
❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉/  ❡/♠❡ ❡ ❞❡+ ❢❛❝ ❡✉/+ ❞✬♦✛/❡ ❞❡ ♠♦②❡♥✲❧♦♥❣  ❡/♠❡✳ >❛/
❛✐❧❧❡✉/+✱ ❧❡+ ❡✛❡ + ❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉/❡✱  ❛♥ ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ♣✉❜❧✐❝ 6✉❡ ❧❡
✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ♣❛/ ❧❡+ ❡♥ /❡♣/✐+❡+ ❞❡ ❧❡✉/+ ✐♥✈❡+ ✐++❡♠❡♥ + +✉♣♣❧#♠❡♥ ❛✐/❡+✱ +♦♥ 
#❣❛❧❡♠❡♥ ♣/✐+ ❡♥ ❝♦♠♣ ❡✳ ▲✬❡✛❡ ❞✉ ❈■❘ ❡+  ♦✉❥♦✉/+ ♣♦+✐ ✐❢ 8 ❧♦♥❣  ❡/♠❡✱
 ❛♥ +✉/ ❧✬❡♠♣❧♦✐ 6✉❡ +✉/ ❧❡ >■❇✱ ♠E♠❡ ❡♥  ❡♥❛♥ ❝♦♠♣ ❡ ❞❡+ ❡✛❡ + ♥#❣❛ ✐❢+ ❞✉
✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ✱ ♠❛✐+ ❧❡+ ❡✛❡ + ❞❡ ❝♦✉/  ❡/♠❡ +♦♥ ♣❛/❢♦✐+ ♥#❣❛ ✐❢+✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✷ ✿ *&✐❝✐♥❣ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❋✉♥❞✐♥❣ ❘❡6❡❛&❝❤ ♦❢
◆❡✇ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❙❡❝%♦&6 ✐♥ ❛ ●&♦✇%❤ ▼♦❞❡❧
✸
❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❞✉ ❞/♦✐ ❞❡ ❧❛ ♣/♦♣/✐# # ✐♥ ❡❧❧❡❝ ✉❡❧❧❡✱ ✉♥❡
✐❞#❡ ♥❡ ♣❡✉ ❢❛✐/❡ ❧✬♦❜❥❡ ❞✬✉♥❡ ♣/♦ ❡❝ ✐♦♥ ♣❛/ ❜/❡✈❡ ❀ +❡✉❧ ❧❡ ❜✐❡♥ ♣/✐✈# 6✉✐
❧✬✐♥❝♦/♣♦/❡ ❧❡ ♣❡✉ ✳ ❊♥ ♣/❛ ✐6✉❡✱ ❝❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ♥❡ +✬❛♣♣❧✐6✉❡ ♣❧✉+ 8 ❞❡ ♥♦♠❜/❡✉①
+❡❝ ❡✉/+✱ ♥♦ ❛♠♠❡♥ 8 ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✐♥❢♦/♠❛ ✐6✉❡✳ >♦✉/ ❧❛ ♣❧✉♣❛/ ❞❡+ ✐♥♥♦✲
✈❛ ✐♦♥+✱ ❡♥ ❡✛❡ ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✉♥ ♠♦ ❡✉/ ♦✉ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❞✬✉♥ ♠#❞✐❝❛♠❡♥ ✱
❧❛ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ♥✬❡+ ✉ ✐❧✐+❛❜❧❡ 6✉✬✐♥❝♦/♣♦/#❡ ❞❛♥+ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣/✐✈# ❞♦♥ ❧❡ ❝♦I 
❞❡ ♣/♦❞✉❝ ✐♦♥ ♥✬❡+ ♣❛+ ♥#❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭❧❡ ♠♦ ❡✉/✱ ❧❡ ♠#❞✐❝❛♠❡♥ ✮✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❝❡ ❜✐❡♥ ❡+ ✉♥ +✉♣♣♦/ ❞❡ + ♦❝❦❛❣❡ ✭❈❉✲❘❖▼✱ ♠#♠♦✐/❡ #❧❡❝ /♦✲
♥✐6✉❡✮ ❞♦♥ ❧❡ ❝♦I ♠❛/❣✐♥❛❧ ❞❡+ ❞✉♣❧✐❝❛ ✐♦♥+ ❡+ ❧✉✐✲♠E♠❡ 6✉❛+✐♠❡♥ ♥✉❧✱
❞❡ +♦/ ❡ 6✉✬♦♥ ♣❡✉ ❛✉++✐ ❧❡ ❝♦♥+✐❞#/❡/ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✳ ❈❡  ❡ ❝❛/❛❝ #✲
/✐+ ✐6✉❡ ❛ # # ♥♦ ❛♠♠❡♥ +♦✉❧✐❣♥#❡ ♣❛/ ❈❛✐❧❧❛✉❞ ✭✷✵✵✸✮ ❞❛♥+ ✉♥ /❛♣♣♦/ ❛✉
❈♦♥+❡✐❧ ❞✬❛♥❛❧②+❡ #❝♦♥♦♠✐6✉❡ ✿ ✓ ❬❧❡+ ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥+ ❝♦♥ ❡♥✉❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❪
❝♦♥+ ✐ ✉❡♥ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞♦♥ ❧✬❛❝❝W+ ♣❛/ ✉♥ ❛✉ /❡ ✉ ✐❧✐+❛ ❡✉/ ♥✬❡♠♣E❝❤❡ ❛✉✲
❝✉♥❡♠❡♥ ❧✬❛❝❝W+ ♣❛/ ✉♥ ❛✉ /❡ ✉ ✐❧✐+❛ ❡✉/✳ ▲❡ ❈❉✲❘❖▼ +✉♣♣♦/ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ♦✉
❧❛ ✈❡/+✐♦♥  #❧#❝❤❛/❣#❡ ❡ + ♦❝❦#❡ ❡♥ ♠#♠♦✐/❡ +♦♥ ♣❛/ ❝♦♥ /❡ ❞❡+ ❜✐❡♥+ ♣/✐✈#+✱
♣/♦❞✉✐ + 8 ♣❛/ ✐/ ❞❡ ❝❡+ ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥+ ❡ ♣♦✉/ ❧❡+6✉❡❧+ ❧❡ ❝♦I ❞❡ ♣/♦❞✉❝ ✐♦♥
✭❞✉♣❧✐❝❛ ✐♦♥✮ ♦✉ ❞❡ ❞✐+ /✐❜✉ ✐♦♥ ❡+ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♥#❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ >♦✉/ ❧❡+ ❧♦❣✐❝✐❡❧+✱ ❧❛
❞✐✛#/❡♥❝❡ ❞❡ ♥❛ ✉/❡ ❡♥ /❡ ❧✬✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥ ❡ ❧❡ +✉♣♣♦/ +✉/ ❧❡6✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡+ ♠✐+❡ ❡♥
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Chapitre 1 : Évaluation du crédit d’impôt recherche 
par une simulation macroéconomique1 
1. Introduction 
Que ce soit dans le discours politique ou dans la littérature économique depuis 
Schumpeter l’innovation est largement considérée comme un des moteurs 
principaux de la croissance économique2. Or, en raison d’externalités positives, le 
rendement social de l’investissement dans la recherche et développement (R&D) 
est a priori supérieur au rendement privé. La littérature économique, tant les 
évaluations empiriques que les modèles, considèrent ainsi que l’investissement en 
R&D est insuffisant dans les pays développés.  
Au niveau de l’Union européenne, une politique européenne de recherche s’est 
ainsi peu à peu constituée, et un objectif précis a été défini en 2000 dans la 
stratégie de Lisbonne. Dans le cadre de la stratégie européenne dite « Europe 
2020 », qui succède en 2010 à la stratégie de Lisbonne et la précise, la France 
s’est engagée à atteindre un niveau de dépenses en R&D supérieur à 3 % du PIB. 
Malgré une augmentation ces dernières années, ce niveau de dépenses est encore 
loin d’être atteint. Ainsi, la « dépense intérieure de R&D » (DIRD) s’établit selon 
l’INSEE à 2,25 % du PIB en 2011, dernier chiffre disponible (contre 2,08 % en 
2007). En comparaison internationale, la France se situe ainsi dans une position 
intermédiaire : au-dessus, certes, de la moyenne européenne (2,03 % du PIB selon 
Eurostat en 2011), mais très en deçà de l'Allemagne, des pays scandinaves, des 
États-Unis et du Japon. Cet écart provient exclusivement des dépenses de R&D 
des entreprises (1,43 % du PIB en 2011 selon le ministère de l’enseignement 
supérieur et de la recherche). 
De multiples politiques susceptibles d’influer sur l’investissement privé dans la 
R&D se sont développées pour répondre à ce défi. On peut distinguer deux types 
de politiques : les politiques de renforcement des droits de propriété intellectuels 
et industriels (par exemple la mise en place, sans cesse annoncée, d’un brevet 
communautaire en Europe) et les politiques d’incitation financière, que ce soient 
les aides directes ou les mesures fiscales. D’autres politiques publiques peuvent 
                                                 
1 Cette étude est basée sur une note rédigée pour la direction générale du Trésor, en collaboration avec Hugo 
Pillu. 
2 L’innovation est chez Schumpeter ce qui explique l’évolution économique (voir Schumpeter (1911)). Son 
rôle central est réaffirmé plus récemment par les théories de la croissance endogène (voir par exemple Romer 
(1990)). 
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avoir un impact également (par exemple, l’innovation est influencée par le niveau 
de concurrence, même si le lien est discuté et ambigu3). 
Parmi ces politiques, les aides à la R&D sont les plus flexibles et constituent à ce 
titre l’instrument privilégié d’intervention public. En théorie, les mesures fiscales 
ont l’avantage de créer moins de distorsions que les aides directes à la R&D : au 
lieu de choisir les filières à avantager, on laisse cette décision aux entreprises 
privées, et les démarches administratives peuvent être allégées en l’absence de 
contrôle à effectuer ou de projets. On observe aussi qu’elles sont moins 
concentrées sur les grandes firmes que les subventions directes. Elles ne sont en 
revanche pas adaptées pour la recherche la plus fondamentale, et peuvent créer de 
très importants effets d’aubaine. 
La politique de soutien à l’innovation en France recourt à la fois aux aides directes 
et aux aides fiscales, dont la plus coûteuse est sans conteste le crédit d’impôt 
recherche (CIR). Il paraît donc utile d’en évaluer l’efficacité. 
Pour évaluer l’intérêt des mesures fiscales, plusieurs questions se posent en 
théorie. Il faut d’abord déterminer dans quelle mesure cette politique augmente 
l’investissement privé dans la recherche, c’est-à-dire déterminer la part de l’effet 
d’aubaine. L’effet d’aubaine peut prendre plusieurs formes : les entreprises 
déclarent-elles comme investissement R&D des investissements prévus pour 
d’autres raisons ? Le subside fiscal est-il empoché sans modification de décisions 
d’investissement déjà prises ? Au niveau international, les firmes, en particulier 
multinationales, se contentent-elles de localiser leurs activités de R&D en 
fonction des aides publiques sans que cela augmente l’investissement prévu ? 
Enfin quel est l’effet de cette politique sur l’offre de R&D (par exemple, la hausse 
du salaire des chercheurs absorbe-t-elle une part importante des subsides) ? Il faut 
ensuite comparer ce gain, s’il est avéré, au coût de la mesure fiscale (distorsions 
ou coût administratif). 
L’objet de chapitre est d’évaluer, à l’aide du modèle MÉSANGE (voir 
présentation en annexe 1), l’impact macroéconomique du crédit d’impôt recherche 
(CIR) dans la forme qu’il prend depuis la réforme de 2008. 
                                                 
3 Le débat historique est présenté en détail dans Aghion et Griffith (2005). Les auteurs développent 
notamment un résultat empirique récent (Aghion et al. (2005) selon lequel la dynamique des innovations et 
leur diffusion à l’ensemble de l’économie suivraient une courbe en U inversé en fonction de l’intensité 
concurrentielle. La relation empirique démontrée par cette étude, et retrouvée dans d’autres travaux 
empiriques, ne serait toutefois pas robuste à la prise en compte des changements de législation qui ont eu pour 
effet de stimuler le nombre de brevets déposés. Dans ce dernier cas, Correa (2012) trouve pour les États-Unis 
une relation positive entre concurrence et innovation entre 1973 et 1982 et aucune relation pour la période 
1983-1994. 
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2. Présentation du crédit d’impôt recherche 
a) Historique du dispositif 
Le CIR est un dispositif ancien. Instauré en 1983, il prend la forme d’un crédit 
d’impôt sur les sociétés assis sur les dépenses de R&D. Il s’est caractérisé par de 
multiples réformes visant à le faire monter en puissance (changements d’assiettes, 
de taux, de modalités de calcul…) au point de devenir depuis les années 2000 le 
principal dispositif encourageant la recherche privée en France. 
Jusqu'en 2003, la déduction fiscale est assise exclusivement sur l'accroissement 
des dépenses de R&D (CIR incrémental). De 1983 à 1990, c’est l’accroissement 
des dépenses de R&D par rapport à l’année précédente, de 1991 à 2003 
l’accroissement des dépenses par rapport à la moyenne des dépenses de même 
nature des deux années précédentes (réévaluées). Le taux de déduction change à 
plusieurs reprises. 
En 2004, le mode de calcul change : au CIR incrémental tel qu’il est défini depuis 
1991 (avec un taux de déduction de 45 % en 2004 puis 40 % en 2006) s’ajoute 
une partie du CIR portant directement sur le volume des dépenses de R&D (avec 
un taux de 5 % puis 10 %). 
Le montant du CIR annuel est en outre plafonné jusqu’en 2007 (457 000 € par 
entreprise en 1983, plafond augmenté plusieurs fois jusqu’à atteindre 16 M € en 
2007).4 
La dernière réforme majeure date de 2008. L’augmentation des dépenses de R&D 
d’une année à l’autre n’est plus prise en compte. C’est désormais uniquement le 
montant des dépenses de R&D qui bénéficient du CIR. Un système de tranches est 
instauré. Le crédit d’impôt est de 30 % des dépenses de R&D jusqu’à 100 M€ et 
5 % au-delà de ce montant. Le plafond disparaît. Les entreprises entrant pour la 
première fois dans le dispositif bénéficient d’un taux de 40 % la première année 
puis de 35 % la deuxième année. 
Le CIR est encore légèrement élargi à partir de 2013 : pour les PME, le CIR 
s’applique désormais, outre les dépenses de R&D proprement dites, aux dépenses 
de conception de prototypes de nouveaux produits (cela prend la forme de la 
création d’un « crédit d’impôt innovation » qui se greffe sur le mécanisme du 
CIR). Ces dernières dépenses ouvrent droit à un crédit d’impôt à un taux de 20 % 
des dépenses éligibles dans la limite de 400 000 €. Par ailleurs, le dispositif de 
majoration du taux pour les nouveaux entrants est supprimé. 
                                                 
4 Voir Mairesse et Mulkay (2011) pour une description précise des évolutions du dispositif au cours du temps. 
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Le gouvernement français a annoncé en novembre 2012, dans le cadre du Pacte 
national pour la compétitivité, la croissance et l’emploi, que le dispositif serait 
désormais maintenu inchangé jusqu’en 2017. 
b) Le CIR change d’ampleur 
Les évolutions présentées ci-dessus ont fait varier fortement les dépenses 
publiques liées au CIR, la tendance étant nettement à la hausse depuis 1983. Nous 
présentons ci-dessous les chiffres tirés de la base de gestion du CIR du ministère 
de l’enseignement supérieur et de la recherche (MESR), présentés notamment 
dans le bilan annuel du CIR. 
Le montant du CIR est présenté dans le graphique 1. Le montant qui est présenté 
par le ministère est en réalité celui de la créance fiscale, c’est-à-dire le montant de 
la créance que les entreprises obtiennent auprès de l’État une année donnée. Ce 
montant doit être distingué de la dépense fiscale, la somme effectivement 
déboursée. La différence entre les deux s’explique par les règles de 
remboursement qui créent des délais variables et ont été modifiées à plusieurs 
reprises5.  
                                                 
5 Avant 2009, la règle générale était l’imputation du CIR sur l’impôt sur les sociétés. Ce n’est qu’après trois 
années que le CIR résiduel, non encore imputé, pouvait être remboursé. Dans le cadre du plan de relance de 
l’économie, en 2009, le gouvernement a décidé d’offrir à l’ensemble des entreprises bénéficiaires la faculté 
de solliciter le remboursement immédiat, dès le 1er janvier de l’année n+1, de leur créance de CIR. Les 
créances acquises en année n se convertissent par ce biais en dépense fiscale dès l’année n+1. On peut aussi 
noter que la procédure instaurée par le plan de relance de l’économie permettait de demander en 2009 le 
remboursement des créances accumulées depuis 2005, ce qui occasionna cette année un pic de dépenses 
fiscales, bien au-delà des créances fiscales générées en 2009. Cette mesure a été reconduite en 2010 et 
pérennisée en 2011 pour les PME. 
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Graphique 1 : Évolution du montant du CIR (en millions d’euros) 
 
Source : MESR 
En 1983, la dépense liée au CIR est de 65,5 millions d’euros. Elle augmente 
ensuite pour atteindre plus de 760 millions d’euros en 1991, avant de baisser 
jusqu’à un étiage de 400 millions d’euros en 1994, niveau qui reste stable 
jusqu’au milieu des années 2000. De 2003 à 2008, le montant décuple pour 
atteindre plus de 4 Md €. Au final, le CIR représente en 2011, dernière année 
disponible, près de 5 Md € de créances fiscales, et la cour des comptes estime, 
dans un rapport publié en 2013, que les créances fiscales devraient s’établir à 
5,8 Md € en 20136, soit 0,2 % du PIB.  
Le nombre de bénéficiaires a également augmenté très rapidement dans la 
deuxième moitié des années 2000. Deux chiffres sont publiés : le nombre des 
déclarants et le nombre des bénéficiaires, qui est inférieur à celui des déclarants 
car les groupes cumulent le CIR déclaré par leurs filiales. Cette évolution est 
présentée dans le graphique 2.  
                                                 
6 Le Financement public de la recherche, un enjeu national, juin 2013. 
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Graphique 2 : Évolution du nombre de bénéficiaires du CIR (en millions 
d’euros) 
 
Source : MESR 
3. Revue de la littérature 
a) Évaluations précédentes du CIR 
Trois évaluations économétriques du CIR existent. Ce sont des évaluations 
microéconomiques qui ne cherchent pas à déterminer l’impact macroéconomique 
de la mesure et ne prennent pas en compte son financement. Par ailleurs, une 
étude par simulation macroéconomique a été réalisée en 2009. 
En 2004, Mairesse et Mulkay construisent un panel (non cylindré) de 750 
entreprises à partir des comptes de bilan (disponibles dans la base SUSE de 
l’INSEE) et des données d’investissement en R&D des enquêtes annuelles sur la 
recherche et le développement du ministère de l’enseignement supérieur et de la 
recherche – MESR (donc sans utiliser directement les données de la base de 
gestion du CIR recueillies par le MESR). Ils estiment ensuite une équation reliant 
l’investissement en R&D à diverses formulations du coût d’usage du capital en 
R&D, dont une qui intègre le CIR, sur la période 1980-1997. L’effet du CIR est 
significativement positif sur l’investissement. Ils simulent ensuite un changement 
des règles du CIR, qui entraîne une augmentation de l’investissement en R&D très 
importante (augmentation des dépenses de R&D de 2 à 3,6 pour un coût 
budgétaire de 1), ce qui paraît très important.  
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En 2008, Duguet croise les enquêtes annuelles d’entreprises, les enquêtes R&D du 
MESR et la base de données de gestion du CIR et constitue des échantillons 
biannuels sur la période 1993-2003 (choisie car la mesure a connu peu de 
changements sur cette période). Les données ne sont pas expérimentales (le CIR 
n’est pas attribué au hasard) donc on ne peut simplement comparer les entreprises 
ayant bénéficié du CIR celles qui n’en ont pas bénéficié. L’auteur estime la 
probabilité pour une entreprise d’obtenir le CIR en fonction de ses caractéristiques 
(par un modèle Probit, qui indique au passage que les entreprises qui bénéficient 
du CIR sont plus petites que celles qui bénéficient de subventions, ce qui indique 
que le CIR serait complémentaire aux subventions) et apparie ensuite chaque 
entreprise ayant obtenu le CIR avec une entreprise qui avait la même probabilité 
de l’obtenir. Reste le problème que les conditions d’attribution du CIR (à 
l’époque, avoir augmenté sa dépense de recherche entre l’année courante et la 
moyenne des trois années précédentes) est corrélée avec la variable de 
performance (augmentation de dépense de recherche entre deux année). Cela 
conduit l’auteur à proposer deux estimateurs (l’un surestimé, l’autre sous-estimé), 
pour donner un encadrement. Le résultat principal de l’étude est que le CIR n’a 
jamais d’effet d’éviction : au pire, la dépense subventionnée par le CIR s’ajoute à 
la dépense privée. La fourchette totale est que les dépenses de R&D augmentent 
entre 1 et 3,3 pour une dépense de CIR de 1. L’estimation se concentre sur le très 
court terme, puisque seul l’effet du CIR au bout d’un an est pris en compte. 
En 2011, Mairesse et Mulkay reprennent une méthodologie proche de celle 
appliquée en 2004, sur des données plus récentes. Ils se fondent sur un panel non 
cylindré de 3995 entreprises observées entre 1978 et 2007 (il s’agit seulement des 
entreprises qui font de la R&D au moins 5 années consécutivement). Ils calculent 
ensuite un coût d’usage de la R&D, à partir des données entreprises issues de 
l’enquête annuelle entreprise de l’INSEE et de la base R&D du MESR (on peut 
noter qu’ils n’utilisent pas, contrairement à Duguet, la base de gestion du CIR 
proprement dite, l’appariement entre cette dernière et l’enquête R&D étant 
considéré comme trop peu fiable en raison des imperfections des données). L’effet 
du CIR est de réduire fortement le coût de la R&D pour une entreprise : de 47 % 
en 2008, soit plus que le taux nominal du CIR (30 % en-dessous de 100 M € de 
dépenses). Les auteurs estiment ensuite sur leur échantillon un modèle de 
demande du capital de R&D, en distinguant comme variable explicative le coût du 
capital de R&D CIR exclu et l’effet du CIR (ainsi pour l’ensemble de 
l’échantillon, une baisse du coût de R&D de 10 % entraîne une hausse du capital 
de R&D optimal de 4 %). Enfin, en utilisant ces résultats, ils simulent le 
comportement des entreprises après 2008 avec et sans réforme du CIR. À long 
terme, dans leur simulation, le capital de R&D optimal augmente de 20,5 %, et les 
dépenses de R&D augmentent progressivement. Ils en déduisent un multiplicateur 
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de l’effet du CIR qui est de 0,28 la première année et dépasse 1 au bout de 4 ans 
pour converger vers 1,3. Le grand avantage de cette étude est de prendre en 
compte l’effet dynamique du CIR. On note un effet du CIR finalement moins 
élevé que les deux études précédentes, mais toujours supérieur à 1 à moyen terme 
(il n’y a donc pas de déperdition des dépenses du CIR, sauf à très court terme, 
mais l’effet paraît simplement additionnel). 
Notons que les auteurs considèrent que le CIR réduit la dépense de R&D de deux 
manières : à un effet direct (le montant du CIR reçu par l’entreprise) s’ajoute en 
théorie un effet indirect. Les dépenses de R&D sont en effet déduites de la base 
taxable à l’IS avant prise en compte du CIR (en d’autres termes, la réduction de la 
base taxable ne concerne pas uniquement les dépenses de R&D financées in fine 
par l’entreprise, mais la totalité des dépenses de R&D hors subventions, y compris 
celles financées par le CIR). L’entreprise profite donc d’une réduction d’IS sur la 
part de ses dépenses de R&D financée par le CIR. Cette présentation appelle deux 
remarques. D’abord, cet effet indirect théorique dépend de la manière dont 
l’entreprise utilise le montant du CIR (selon qu’il permet ou non d’augmenter les 
investissements considérés comme des charges au sens de l’IS). D’autre part, une 
présentation plus juste serait plutôt de considérer que si le CIR était fiscalisé 
(c’est-à-dire si le montant du CIR était imposable à l’IS), cela diminuerait la 
subvention versée aux entreprises puisqu’une partie de ce qui est distribué au titre 
du CIR serait ensuite récupéré en augmentation des recettes d’IS. La dépense 
fiscale globale du CIR prend bien en compte la totalité des effets liés au CIR (on 
peut se référer notamment le rapport de la Cour des comptes en juin 2013 sur le 
financement public de la recherche). 
En 2009, Cahu, Demmou et Massé étudient l’impact macroéconomique du CIR 
sur la croissance et non plus simplement l’effet microéconomique du CIR sur 
l’investissement privé. Ils publient une évaluation ex-ante faite à partir d’une 
exploitation d’élasticités du PIB à la R&D issues de la littérature. Cette évaluation 
ne permet pas d’évaluer l’impact du renforcement du CIR sur les postes autres 
que celui du niveau d’activité. L’évaluation ne tient par ailleurs pas compte des 
effets du financement de la mesure, ni le coût pour les finances publiques du CIR, 
ni le coût pour les entreprises d’une hausse des dépenses privées de recherche si 
l’on suppose que la dépense privée de recherche augmente plus que le CIR. Nous 
reprenons ici l’esprit de cette évaluation en la complétant. 
b) Le soutien public à la recherche dans la littérature 
Comme on l’a rappelé, de multiples politiques de soutien public à l’investissement 
dans la R&D se sont développées pour tenter d’encourager l’investissement privé 
dans la recherche. Parmi ces multiples formes de politiques publiques, les mesures 
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d’incitations financières, en particulier fiscales, se sont particulièrement 
renforcées. L’OCDE compile depuis plusieurs années une base de données 
reprenant les différentes mesures fiscales, qui a été complétée par d’autres travaux 
(voir Warda (2006) pour la présentation des données OCDE et Thomson (2012) 
pour une base de données alternative détaillée). Globalement, de plus en plus de 
pays ont mis en place des mesures d’incitation fiscale (parmi les membres de 
l’OCDE, 19 membres appliquaient des mesures d’incitation fiscale spécifique à la 
R&D en 2005, contre 12 seulement en 1996) et ces mesures concernent de plus en 
plus le volume de R&D et non son accroissement, comme c’est le cas du CIR en 
France depuis 2008, la simplicité de mise en œuvre semble donc être considérée 
comme plus importante que le risque accru d’effets d’aubaine.  
De nombreuses études empiriques se sont intéressées à la question de savoir si ces 
mesures fiscales augmentent l’investissement des firmes en R&D, au niveau 
microéconomique. Une méthode fréquemment utilisée est de s’appuyer sur des 
changements dans les règles fiscales pour estimer l’effet des mesures fiscales sur 
le coût du capital et l’investissement en R&D. Ce n’est cependant que récemment 
que la question de l’endogénéité entre attribution des aides publiques et dépenses 
privées a été explicitement prise en compte. Les études microéconomiques 
récentes concluent en général à un effet des subventions fiscales moindre que les 
études antérieures, mais néanmoins significatif (voir Ali-Yrkkö (2005) pour une 
revue de la littérature). On peut citer notamment l’étude de Duguet (2004) qui 
s’intéresse aux subventions directes à la recherche privée en France, en dehors du 
CIR, sur la période 1985-1997. L’auteur conclut que les subventions directes sont 
plus concentrées sur les grandes firmes que les aides fiscales. Il conclut également 
à l’absence en général d’effets d’aubaine au sens strict : les subventions s’ajoutent 
aux dépenses privées sans les remplacer (la méthode par appariement utilisée 
conteste donc les résultats négatifs parfois issus de régressions). L’évaluation de 
l’effet des dépenses publiques de R&D sur la dépense de R&D au niveau 
macroéconomique est beaucoup plus rare dans la littérature. On peut néanmoins 
citer Montmartrin (2012). L’auteur conclut, à partir de données de panel 
comparant les différents pays de l’OCDE sur la période 1990-2007, que le soutien 
indirect (notamment les mesures fiscales) et plus efficace que les dépenses 
publiques directes pour augmenter l’investissement privé en R&D. De plus, il 
conclut à l’absence d’effet de la concurrence fiscale entre pays. Il ne cherche pas 
par ailleurs à en déduire un impact macroéconomique sur d’autres variables. 
L’impact de la mise en place d’une politique d’incitation fiscale sur le marché des 
chercheurs est un sujet important mis en avant par l’étude de Goldsbee (1998). 
Selon cet auteur, l’offre de chercheurs et d’ingénieurs est relativement inélastique, 
si bien que les dépenses publiques de R&D se traduisent largement par une 
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augmentation de leur salaire, qui n’est pas la manière la plus efficace, selon 
l’auteur, d’encourager le développement de la main d’œuvre dans ces domaines. 
L’auteur fournit des estimations de l’élasticité des salaires aux dépenses publiques 
sur données américaines. Aucune étude comparable n’existe en France. 
4. Principe de l’évaluation présente 
Le CIR joue positivement sur l’économie à la fois à travers un renforcement de la 
demande majoritairement à court terme et par une augmentation progressive de 
l’offre à moyen-long terme. Cet effet de long terme dépend notamment de l’effet 
incitatif du CIR, sur lequel nous présenterons plusieurs hypothèses de calibration 
inspirées des études économétriques. 
a) Effets de court terme et de long terme 
À court terme, le renforcement du CIR conduit à une hausse de l’activité à travers 
un renforcement des postes de demande, l’augmentation des dépenses de R&D se 
traduisant à la fois par une hausse de la demande de travail dans le domaine de la 
recherche et par une hausse de l’investissement privé. 
À long terme, l’effet du CIR vient s’ajouter sur les dépenses de R&D ce qui 
permet d’accroître et de renouveler le stock de connaissances dans l’économie. 
L’augmentation du stock de R&D permet d’augmenter le niveau de la 
productivité globale des facteurs et de mettre sur le marché, de nouveaux produits, 
ou d’améliorer la qualité des produits existants, ce qui conduit à renforcer le 
niveau d’activité potentielle.  
Notre évaluation du renforcement du CIR tient compte à la fois des facteurs de 
demande de court terme et des facteurs d’offre de moyen-long terme (cf. 
graphique en fin de document). 
b) Qu’appelle-t-on effet d’aubaine ? 
Un paramètre important de notre étude est l’effet des dépenses publiques du CIR 
sur les dépenses privées de R&D, qui peut se représenter par un multiplicateur 
implicite. Si celui-ci est inférieur à 1 (ce qui signifie qu’1 € distribué aux 
entreprises sous forme de CIR entraîne moins de 1 € de dépenses privées de 
R&D) il y a clairement un effet d’aubaine. 
Si ce multiplicateur est de 1, le CIR a un effet additionnel. Cela ne veut pas dire 
pour autant qu’il est parfaitement efficace. Outre son financement, on peut 
considérer qu’il a peut-être un effet théorique d’éviction (d’autres dépenses 
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privées qui auraient pu avoir un effet sur la productivité ont été, à grand frais pour 
la puissance publique, réorientées vers la R&D privée). 
Si ce multiplicateur est supérieur à 1, comme cela est suggéré par les études les 
plus optimistes, l’efficacité du CIR est plus avérée. Il peut néanmoins subsister un 
effet d’éviction par rapport à l’investissement public (ce qui incite à prendre en 
compte l’effet macroéconomique de l’augmentation des prélèvements publics, ou 
de la baisse de dépenses publiques) et un effet inflationniste sur le prix de la R&D 
(passant notamment par le salaire des chercheurs) qui réduirait l’efficacité de la 
mesure. 
5. Méthode d’évaluation 
Nous commençons par décomposer les effets du renforcement du CIR par rapport 
à la situation actuelle sur les dépenses en R&D puis sur le stock de connaissance 
(section a). Nous présentons ensuite les effets macroéconomiques en distinguant 
les effets de court terme sur la demande (section b) et les effets de long terme du 
stock de connaissance sur l’activité à travers les innovations de produits et de 
qualité (section c). 
a) Effet du renforcement du CIR sur le stock de connaissance 
i) Effet dynamique du CIR sur les dépenses de R&D. 
L’impact du renforcement du CIR sur l’effort de R&D privé est évalué en tenant 
compte des effets dynamiques de la réforme de 2008 sur les comportements 
d’investissement et de déclaration des entreprises et sur la trajectoire d'évolution 
de la dépense en R&D exécutée par les entreprises (DIRDe). Plusieurs hypothèses 
doivent être détaillées : 
- Hors renforcement du CIR, la dépense intérieure de R&D financée par les 
entreprises (DIRDe) est supposée constante. Les simulations reposent par 
ailleurs sur l'hypothèse que le taux de croissance du PIB est de 2 % par an 
en volume, taux moyen de croissance de longue période (hypothèse du 
modèle MÉSANGE utilisé pour les simulations). 
- À dépense effective donnée, il faut déterminer la part de la DIRDe 
déclarée dans le cadre du CIR (76 % en 2009). La simulation repose sur 
l’hypothèse que ce taux augmente avec la réforme, sous l’effet de 
l'attractivité accrue du dispositif, jusqu'à atteindre 95 %7. Nous présentons 
également dans l’annexe 2 une simulation alternative supposant que cette 
                                                 
7 C’est l’hypothèse qui avait été retenue dans l’évaluation faite en 2009, voir Cahu, Demmou et Massé 
(2009). 
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part est stable à 76 %, en supposant donc que les entreprises qui font de la 
R&D participent déjà probablement toutes au dispositif. 
- L’accroissement du soutien public à la dépense privée de R&D devrait 
exercer un effet d'entraînement sur la dépense privée de recherche. La 
littérature empirique présentée ci-dessus donne des résultats très variables 
sur ce plan, allant d’un multiplicateur de 1 à un multiplicateur de 3,6. Il 
paraît donc nécessaire de présenter les résultats pour différentes valeurs du 
multiplicateur. Nous nous tenons ici à des hypothèses moyennes et 
présentons deux cas : celui d'un effet d'addition pure à court terme (le 
surcroît d'aide versé s'ajoute à la dépense privée de recherche, soit 1 € de 
dépenses de R&D supplémentaires par € de CIR, que nous qualifions ci-
dessous d’« effet additif »), et celui d'un effet d'entraînement de 2 à moyen 
terme (1 € de CIR engendre 2 € de R&D supplémentaire, dont 1 € financé 
par l'entreprise, que nous qualifions d’« effet multiplicatif »)8. 
- Les effets du financement de la R&D sont pris en compte : l’augmentation 
du CIR est compensée par une hausse des prélèvements obligatoires et 
l’augmentation de la dépense privée de recherche dans le scénario avec 
effet d’entraînement est compensée par une baisse équivalente de la marge 
des entreprises. 
Afin de pouvoir facilement comparer l’effet de la réforme du CIR à d’autres 
réformes de politique publique, nous présentons les résultats de la simulation pour 
une hausse du CIR équivalent à un point de PIB ex-ante à un horizon de 15 ans9. 
Cette présentation a l’avantage de pouvoir se comparer facilement à d’autres 
simulations macroéconomiques : ainsi, dans la dernière publication du modèle 
MÉSANGE en 201010, un certain nombre de changements dans les politiques 
fiscales et budgétaires sont évalués pour une hypothèse commune de calibrage ex-
ante des mesures à un montant de 1 % du PIB. Le montant du renforcement du 
CIR ainsi que l’intensité des dépenses en R&D sont présentés dans le tableau 1. 
En pratique, cette hausse importante de la DIRDe supposerait à long terme une 
évolution de la spécialisation sectorielle de l’économie française et une 
densification progressive du vivier des entreprises innovantes. Ce phénomène ne 
peut se faire que graduellement. 
ii) Effet dynamique des dépenses de R&D sur le stock de R&D 
L’augmentation des dépenses de R&D conduit à une hausse du stock de R&D. Le 
stock de R&D est construit de manière classique : à chaque période le stock est 
                                                 
8 On peut noter que Cahu, Demmou et Massé (2009) retiennent également ces deux valeurs possibles pour le 
multiplicateur. 
9 En raison du phénomène cumulatif des effets d’entraînement (un surcroît de CIR entraine une hausse de la 
R&D les années suivantes qui induit une hausse supplémentaire du CIR…), la montée en charge du CIR est 
progressive et se stabilise à partir d’un horizon de 10 ans.  
10 Caroline Klein, Olivier Simon, « Le modèle MÉSANGE, nouvelle version réestimée en base 2000 », 
Documents de travail de la DGTPE, n°2010/02, mars 2010 
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augmenté des flux d'investissements en volume et est diminué de la part de 
dépréciation de la connaissance. Le stock de R&D à la période t est égal à : ????? ? ???? ? ?? ? ????????? 
Avec SR&D le stock de R&D, R&D le flux de dépense et ? le taux de 
dépréciation de la connaissance. Sous hypothèse que le taux de croissance des 
flux est ?, on obtient, grâce à la méthode d’inventaire perpétuel, le stock à partir 
des seuls flux : ????? ? ?? ? ???? ? ?? ? ???? 
Ainsi la variation du stock est égal à : ?????? ? ?? ? ???? ? ?? ? ????? 
Nous reprenons les valeurs de ? et ? retenues pour la simulation de 2009 
(respectivement 10 % et 2 %). Nous présentons dans l’annexe 2 un test de 
sensibilité sur la valeur de ?. 
L’évolution du stock de R&D par rapport à la situation où le CIR ne serait pas 
renforcé est présentée dans le tableau 1. 
Tableau 1 : Effet du renforcement du CIR sur l’intensité des dépenses en R&D et 
sur le stock de R&D par rapport à une situation sans renforcement du CIR 
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition 
pur 
Surcroît du CIR, en pt de PIB 
0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,0 
DIRD/PIB, en % 
2,4 2,7 2,9 3,1 3,2 3,2 
Surcroît du SR&D, en % 
1,1 3,5 6,4 12,7 25,9 42,7 
Effet de levier 
multiplicatif 
Surcroît du CIR, en pt de PIB 
0,3 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1 
DIRD/PIB, en % 
2,5 2,9 3,2 3,5 4,0 4,6 
Surcroît du SR&D, en % 
1,4 4,6 8,7 17,6 37,7 85,9 
Sous l’hypothèse d’un effet additif, un an après la réforme, la dépense du CIR 
s’accroît de 0,5 % du PIB et atteint 1 % (la cible du calibrage) au bout de 10 ans. 
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La part de la DIRD dans le PIB atteint 2,4 % au bout d’un an, 3,2 % à long terme. 
Cette augmentation est plus rapide avec l’hypothèse d’un effet multiplicatif. 
b) Effet macroéconomique de demande de la hausse des dépenses en R&D 
(effets de demande) 
À court terme la hausse des dépenses de R&D conduit mécaniquement à une 
hausse des postes de demandes. D’une part, la hausse des dépenses en R&D se 
traduit par une hausse de l’investissement, d’autre part, le fort contenu en emploi 
de la R&D induit une hausse de la demande de travail. La R&D étant conduite à 
81,2 % dans le secteur manufacturier11 nous supposons que la hausse de la masse 
salariale et de l’investissement se réalise exclusivement dans ce secteur. 
Ces effets sont évalués par des simulations réalisées à partir du modèle 
macroéconomique MÉSANGE, développé conjointement par l’INSEE et la DG 
Trésor12. 
Afin de calibrer les variantes de MÉSANGE nécessaires à l’évaluation des effets 
macroéconomiques de demande du renforcement du CIR, nous devons évaluer la 
part de la DIRDe affectée à la masse salariale et celle affectée à l’investissement. 
Cette part est déterminée en trois temps : nous évaluons d’abord le besoin en main 
d’œuvre résultant de la hausse des dépenses en R&D, puis la hausse de la masse 
salariale correspondant à ce besoin en main d’œuvre, enfin le solde entre la 
chronique de dépense de R&D et celle de la masse salariale permet de déduire la 
part de la R&D dédiée à l’investissement. La méthode appliquée ici est la même 
que celle adoptée en 2009 par Cahu, Demmou et Massé. 
i) Détermination des besoins en main d’œuvre 
Le principal déterminant des besoins nets en chercheurs est l'évolution de 
l'intensité de R&D. Les effets prix (hausse des salaires) et volume (hausse du 
nombre de chercheurs) d'une tension sur le marché du travail qui résulterait d'une 
augmentation de l'effort en R&D des entreprises ont été évalués sur la base des 
données disponibles dans la littérature sur d'élasticité des salaires à l'intensité de 
R&D (on suppose qu’une hausse de l’intensité des dépenses en R&D de 10 % 
conduit à une hausse des salaires des chercheurs de 2 %, voir Cahu, Demmou et 
Massé (2009)). La méthode d’évaluation permet de déterminer le surcroît de 
besoin en chercheurs à la suite de la hausse de l’intensité de la R&D. Or, les 
                                                 
11 Voir la note d’information n°13.06 du MESR, Dépenses de recherche et développement en France en 
2011, 29 juillet 2013. 
12 Caroline Klein, Olivier Simon, « Le modèle MÉSANGE, nouvelle version réestimée en base 2000 », 
Documents de travail de la DGTPE, n°2010/02, mars 2010 
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chercheurs correspondent à 56 %13 du besoin en main d’œuvre de la recherche et 
développement, le reste étant effectué par le personnel de R&D14 hors chercheurs. 
Nous considérons que ce personnel est un facteur complémentaire à celui des 
chercheurs dans le processus de R&D et nous supposons sa part constante. Les 
besoins en main d’œuvre sont présentés dans le tableau 2. 
Tableau 2 : Effet de la réforme du CIR sur le besoin en main d’œuvre nécessaire 
au processus de R&D  
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition 
pur 
surcroît de RD en Md€ 3,8 8,9 11,8 16,2 21,0 38,2 
surcroît de personnel (en milliers) 27 61 79 104 122 125 
dont chercheurs 15 34 44 58 68 70 
Effet de levier 
multiplicatif 
surcroît de RD en Md€ 4,8 11,8 16,8 21,8 35,2 85,0 
surcroît de personnel (en milliers) 34 80 111 137 137 264 
 
dont chercheurs 19 45 62 76 76 147 
Au bout d’un an, la R&D augmente de 3,8 milliards d’euros sous l’hypothèse 
d’un effet d’addition. Au bout de 10 ans, cette augmentation est de 21 milliards 
d’euros. Cela demande au bout de 10 ans 68 000 chercheurs supplémentaires. 
Sous l’hypothèse d’un effet multiplicatif, il faut 76 000 chercheurs 
supplémentaires au bout de 10 ans. Cette augmentation du nombre de chercheurs 
serait historiquement très importante. En effet, sous l’hypothèse d’un effet 
d’addition, cette augmentation est de près de 50 % en deux ans, soit autant 
qu’entre 1997 et 2009. Une telle augmentation ne peut que provoquer des tensions 
sur le marché du travail, qui sont prises en compte ci-dessous. 
ii) Détermination de l’investissement du secteur manufacturé 
Afin de déterminer la part de la DIRDe affectée à l’investissement, nous calculons 
la hausse de la masse salariale correspondante à ce besoin. Cette hausse comprend 
                                                 
13 À titre de comparaison cette part s’élève à 61 % en Allemagne (Eurostat, communiqué de presse n°127/ 
2009). 
14
 Le personnel de R&D comprend les personnes directement affectées à la R&D, ainsi que celles qui 
fournissent des services directement liés aux travaux de R&D, comme les cadres, les administrateurs et le 
personnel de bureau. Les personnes fournissant des services indirects, tels que les personnels de cantine et de 
sécurité, sont exclus. Les chercheurs, qui constituent un sous-groupe du personnel de R&D, sont des 
spécialistes travaillant à la conception ou à la création de connaissances, de produits, de procédés, de 
méthodes et de systèmes nouveaux et à la gestion des projets concernés.  
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à la fois l’augmentation du nombre d’emplois (chercheur et personnel de R&D 
hors chercheurs) et la hausse du salaire des chercheurs en raison des tensions 
apparaissant sur le marché du travail. Ainsi la part des dépenses en R&D des 
entreprises dédiée à la masse salariale, après le renforcement du CIR est d’environ 
70 % pour un effet d’addition pur et de 80 % pour un effet levier multiplicatif. En 
2008, cette part était de 57 %. Cette différence s’explique par la hausse du salaire 
des chercheurs suite à la hausse de la demande de travail pour ces derniers. Le 
solde entre la chronique de dépense de R&D et celle de la masse salariale permet 
alors de déterminer la part de la R&D dédiée à l’investissement. Les montants 
respectifs sont présentés dans le tableau 3. 
Tableau 3 : chronique des chocs ex-ante de la hausse de la masse salariale DIM 
et de l’investissement DIM suite à la hausse du DIRDe. 
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition 
pur 
surcroît des DIRDe, en pt de PIB 0,21 0,47 0,61 0,81 0,95 0,97 
surcroît de masse salariale, en 
pt de PIB 0,15 0,34 0,44 0,57 0,67 0,68 
Solde, en pt de PIB 0,06 0,13 0,18 0,23 0,28 0,29 
Effet de levier 
multiplicatif 
surcroît des DIRDe, en pt de PIB 0,26 0,63 0,87 1,09 1,59 2,16 
surcroît de masse salariale, en 
pt de PIB 0,23 0,54 0,74 0,94 1,31 1,69 
Solde, en pt de PIB 0,03 0,09 0,14 0,15 0,28 0,47 
Sous l’hypothèse d’un effet d’addition, si la DIRD augmente de 0,95 point de PIB 
au bout de 10 ans, 0,67 est consacrée à rémunérer les chercheurs. Sous 
l’hypothèse d’un effet multiplicatif, la DIRD augmente de 1,59 point de PIB au 
bout de 10 ans, donc 1,31 consacré à la rémunération des chercheurs. 
iii) Impact macroéconomique : 
L’augmentation de l’investissement est modélisée classiquement dans 
MÉSANGE par une hausse de l’investissement des entreprises du secteur 
manufacturier. L’impact macroéconomique du surcroît du besoin en personnel, 
dont nous faisons l’hypothèse qu’il est satisfait, est évalué par une combinaison 
des variantes MÉSANGE « hausse de l’emploi dans le secteur DIM » et « hausse 
de la population active » (le secteur manufacturier est appelé secteur DIM dans 
MÉSANGE, tandis que le secteur hors-manufacturier porte le nom de DHM). 
Nous modélisons la hausse du personnel de R&D hors chercheurs par la seule 
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hausse de l’emploi car ces nouveaux emplois entrent en concurrence avec les 
emplois existant à niveau de qualification identique. L’augmentation du nombre 
de chercheurs est modélisée par une hausse de l’emploi associée à une hausse de 
la population active correspondant à la moitié de la demande en chercheurs, et 
cela afin de traduire le processus de recours à l’immigration pour une partie de ces 
postes (l’offre étant rigide à court terme). La combinaison linéaire de ces trois 
effets nous permet d’évaluer les effets de demande d’un renforcement du CIR 
(tableau 4).  
Tableau 4 : Impact macroéconomique de la hausse de la masse salariale couplé 
à la hausse de l’investissement 
Hypothèse considérée 
 
1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,26 0,17 -0,12 
Emploi (en milliers) 29 69 112 122 116 75 
Effet de levier 
multiplicatif 
PIB, en % 0,04 0,14 0,22 0,26 0,23 -0,29 
Emploi (en milliers) 35 85 122 151 179 155 
Ces effets sont positifs à court terme, la hausse des dépenses en R&D agit comme 
une relance de type keynésien. Ainsi, sous l’hypothèse d’un effet d’addition, 
l’effet de demande donne un PIB plus élevé de 0,26 point au bout de 5 ans par 
rapport à une situation sans réforme, avec 122 000 emplois créés. Sous 
l’hypothèse d’un effet multiplicatif, les effets sont proches. 
À long terme les effets sur l’activité deviennent négatifs en raison de l’éviction 
nominale de la hausse de l’investissement et de la dégradation des marges des 
entreprises du secteur manufacturé qui ont été « contraintes », dans la 
modélisation du choc, d’augmenter leur utilisation du facteur travail conduisant à 
une hausse du coût du travail. Ainsi, au bout de 39 ans, le PIB diminue de 0,12 
point sous l’hypothèse d’un effet additif, de 0,29 point sous l’hypothèse d’un effet 
multiplicatif. 
c) Effet macroéconomique à moyen long terme de la hausse des dépenses 
de R&D sur le PIB à long terme (effets d’offre) 
i) Effet sur le PIB issus d’une élasticité empirique 
Nous reprenons ici la méthode adoptée par Cahu, Demmou et Massé (2009). Les 
activités de R&D permettent la constitution d'un stock de R&D qui constitue un 
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facteur de production de l'économie en plus du travail et du capital physique. Le 
PIB est alors supposé être une fonction Cobb-douglas du stock de R&D : ??? ? ??????? ? ???? ?? 
Au niveau des entreprises, il existe un délai entre l'augmentation du stock de R&D 
et l'apparition des premiers effets sur le PIB, que nous supposons égal à 3 ans. Au 
niveau macroéconomique, la valeur ajoutée est en effet fortement corrélée au 
stock de connaissances retardé de 3 à 5 ans. Ces délais correspondent au temps 
nécessaire pour innover et exploiter les innovations. C'est pourquoi le stock de 
R&D entre avec un retard de 3 ans dans la fonction de production. L'estimation de 
l'impact macroéconomique d'une augmentation des dépenses de R&D repose donc 
sur des hypothèses relatives au niveau du stock de R&D et à l'élasticité du PIB à 
ce stock, notée??. Dans le cas d'une politique unilatérale la valeur de 0,075 a été 
retenue pour l'élasticité du PIB au stock de R&D15. Les effets de la réforme sur 
l’activité sont présentés dans le tableau 5. 
Tableau 5 : Effet sur le PIB en % du renforcement du CIR. 
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39 
Effet d’addition pur 0 0 0 0,26 1,29 2,68 
Effet de levier multiplicatif 0 0 0 0,34 1,74 4,67 
L’effet d’offre sur le PIB est particulièrement important. Sous l’hypothèse d’un 
effet additif, le PIB n’est supérieur que de 0,26 point au bout de 5 ans, mais de 
1,29 au bout de 10. Avec un effet multiplicatif, le niveau du PIB est supérieur de 
1,74 au bout de 10 ans. 
ii) Modélisation dans le modèle MÉSANGE 
La relation précédente permet d’apprécier l’impact du stock de R&D sur le niveau 
du PIB (tableau 5). Pour détailler ce résultat, et en particulier obtenir un impact 
sur l’emploi, nous utilisons à nouveau le modèle MÉSANGE (voir annexe 1). 
On décompose le processus de R&D en ses deux principales catégories 
d’innovation qui peuvent être modélisées dans le modèle : les innovations de 
                                                 
15 Rappelons que dans la littérature l’élasticité du stock de R&D au PIB est comprise entre 0,06 et 0,2. 
Néanmoins comme la France est le seul pays à augmenter ses dépenses de R&D, on estime que l’impact d'une 
augmentation de la R&D serait réduit de 25 %, conformément à un résultat publié par Arpaia et al. en 2007. 
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procédé, qui augmentent la productivité du facteur de production et les 
innovations de produit, qui augmentent la qualité des biens produits. 
Innovation de procédé 
Dans le modèle MÉSANGE, les innovations de procédé sont modélisées par une 
augmentation de l’efficience du travail  dans la branche manufacturière. La 
fonction de production est de type CES où le progrès technique (E) porte sur le 
facteur travail (L) et est neutre au sens de Harrod (la neutralité au sens de Harrod 
assure un ratio capital/production constant, condition nécessaire à l’existence d’un 
sentier de croissance régulier) :  ? ? ???????? ? ?? ? ??????????????????? 
L’augmentation de la productivité permet aux firmes de produire autant avec 
moins de facteur travail, le prix de production diminue induisant une 
augmentation de la demande. Néanmoins la hausse de l’efficience conduit à une 
hausse du chômage à court terme, car la hausse de la demande de produit suite à 
la baisse des coûts ne permet pas de compenser la baisse de la demande de facteur 
travail suite à la hausse de son efficience.  
Innovation de produit 
L’innovation de produit a pour effet d’augmenter la qualité des biens produits par 
les firmes et procure une plus grande satisfaction lors de leurs consommations. 
Ainsi une hausse de la qualité se traduira par une hausse des prix ou de manière 
équivalente une baisse des prix à qualité constante, c’est le principe des prix 
hédoniques (prix ajustés de la qualité). Une hausse de la qualité des produits 
associés à un prix constant se traduit en réalité par une baisse des prix hédoniques. 
Dans MÉSANGE, les innovations de qualité sont modélisées par une baisse des 
prix de production des biens manufacturés. 
Calibrage 
Pour recréer la chronique du PIB présenté dans le tableau 5 à partir des variantes 
MÉSANGE et cela afin d’obtenir les effets emplois, il reste à déterminer la part 
de R&D dédiée aux innovations de produit et celle aux innovations de procédé 
puis de déterminer leurs élasticités relatives. Les données de l’Enquête 
communautaire sur l'innovation permettent de séparer la part de R&D dédiée aux 
deux types d’innovation et de conclure que 60 % de la R&D est dédiée aux 
innovations de qualité et 40 % aux innovations de procédé.  
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Tableau 6 : décomposition de l’impact macroéconomique respectif des deux 
types d’innovation  
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39 
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,10 0,52 1,07 
 
Emploi (en milliers) 0 0 0 -28 10 -49 
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,16 0,78 1,61 
 
Emploi (en milliers) 0 0 0 9 100 178 
Effet de levier multiplicatif             
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,14 0,70 1,87 
 
Emploi (en milliers) 0 0 0 -36 14 -86 
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,20 1,04 2,80 
 
Emploi (en milliers) 0 0 0 12 135 310 
Les résultats de la décomposition des effets macroéconomiques des innovations 
de qualité et de procédé sont présentés dans le tableau 6. Sous l’hypothèse d’un 
effet additif, l’augmentation du niveau du PIB au bout de 5 ans présentée ci-
dessous dans le tableau 5 (0,26 point) se décompose ainsi entre 0,10 pour les 
innovations de procédé et 0,26 pour les innovations de produits. 
Les innovations de produit ont un effet très fort sur l’activité et l’emploi en raison 
de la hausse de tous les postes de demande sur les produits manufacturés. Les 
innovations de procédé ont un impact ambigu sur l’emploi à moyen terme en 
raison de l’effet contraire sur l’emploi DIM et DHM. Alors que l’effet est 
dépressif sur l’emploi DIM, la hausse de la demande globale ainsi que la baisse du 
coût des travailleurs DHM par rapport aux DIM entraine une forte hausse de 
l’emploi DHM. 
d) Effet macroéconomique total du renforcement du CIR 
L’impact macroéconomique total est présenté dans les tableaux 7 et 8. 
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Tableau 7 : Impact macroéconomique du renforcement du CIR par rapport à la 
situation actuelle. 
Hypothèse 
considérée 
 
1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,52 1,47 2,56 
Emploi (en milliers) 29 69 112 104 227 204 
Effet de levier 
multiplicatif 
PIB, en % 0,03 0,10 0,17 0,57 2,05 4,57 
Emploi (en milliers) 34 83 118 120 340 402 
Le tableau 7 présente la somme des effets d’offre et de demande de 
l’augmentation du CIR calibrée à 1 % du PIB à un horizon de 15 ans. Ces effets 
sont particulièrement importants, même s’ils n’apparaissent qu’avec un certain 
délai. Un an après la réforme, le PIB est supérieur de 0,06 point sous l’hypothèse 
d’un effet d’addition pur, de 0,03 avec un effet multiplicatif. À long terme, les 
effets deviennent très importants, sous l’influence des effets d’offre. Ainsi, 39 ans 
après la réforme, le PIB est plus important de 2,56 points sous l’hypothèse d’un 
effet additif, de 4,57 points avec un effet multiplicatif. L’emploi est supérieur de 
204 000 avec un effet additif, de 402 000 avec un effet multiplicatif. 
Tableau 8 : Impact macroéconomique du renforcement du CIR par rapport à la 
situation actuelle en tenant compte des financements. 
Hypothèse 
considérée 
 
1 2 3 5 10 39 
Effet d'addition pur PIB, en % -0,12 -0,24 -0,35 -0,26 0,48 1,33 
Emploi (en milliers) 7 -6 -12 -35 -63 -34 
Effet de levier 
multiplicatif 
PIB, en % -0,08 -0,16 -0,22 -0,03 1,19 3,18 
Emploi (en milliers) 21 34 32 -11 171 161 
Le tableau 8 prend en compte les financements de cette réforme. Il suppose en 
effet que la hausse du CIR est compensée par une hausse des prélèvements 
obligatoires, et que l’éventuelle hausse des DIRDe est une dépense 
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supplémentaire des entreprises (modélisée par une baisse des taux de marge des 
entreprises). 
Dans cette deuxième option, l’effet à court terme sur le PIB devient négatif. Le 
PIB est inférieur de 0,12 point avec un effet additif, de 0,08 point avec un effet 
multiplicatif. Il est naturel que l’effet soit négatif puisqu’on a considéré que 
l’investissement en R&D n’avait qu’un effet retardé sur le PIB alors que les 
prélèvements publics utilisés pour financer le surcroît de CIR ont un effet 
immédiat. L’effet reste négatif à moyen terme et ce n’est qu’à long terme (7 ans 
avec un effet d’addition pur, 6 ans avec un effet multiplicatif) qu’il devient positif, 
en restant très inférieur à l’effet observé sans tenir compte des financements. 
Pour ce qui est de l’emploi, à l’inverse, l’effet est positif à court terme : 7 000 
emplois supplémentaires sous l’hypothèse d’un effet additif, 21 000 avec un effet 
multiplicatif. En revanche, l’effet est négatif à long terme, avec l’hypothèse 
d’additivité alors qu’il reste positif à long terme avec un effet multiplicatif. 
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Annexe 1 : le modèle macroéconométrique MÉSANGE 
MÉSANGE (Modèle Économétrique de Simulation et d'ANalyse Générale de 
l'Économie) est un modèle macroéconométrique trimestriel de l’économie 
française. Héritier d’une longue lignée de modèles macroéconométriques, il a été 
développé en 2002 conjointement par l’INSEE et la direction de la Prévision 
(intégrée depuis à la Direction générale du Trésor)16 et modifié et réestimé en 
2010. Nos simulations se basent sur la version la plus récente du modèle 
(présentée en détail dans un cahier de travail de 201017), qui est couramment 
utilisée pour l’évaluation des politiques publiques par la Direction générale du 
Trésor ou par des instituts extérieurs. 
L'économie française est modélisée dans MÉSANGE sous la forme d'une petite 
économie ouverte (l'environnement international est donc supposé exogène) à 
trois secteurs d'activité (manufacturier, non manufacturier et non marchand) et 
comportant cinq secteurs institutionnels (sociétés non financières, ménages, 
administrations publiques, sociétés financières et institutions sans but lucratif au 
service des ménages, reste du monde). Le modèle est fondé sur environ 500 
équations, dont environ 40 équations de comportement, c’est donc un modèle de 
taille moyenne. Les principales variables exogènes dans le modèle sont les 
suivantes : taux d’intérêt, taux de change de la monnaie nationale par rapport aux 
monnaies étrangères, demande publique, population active et évolution du progrès 
technique. Comme dans tout modèle macroéconométrique, les équations de 
comportement sont estimées économétriquement. En l’occurrence, elles sont 
estimées sur la base 2000 des comptes trimestriels à prix constants, couvrant la 
période 1978T1-2006T1 sous la forme de processus à correction d’erreur 
(ECM14) – chaque variable expliquée est modélisée par une dynamique de court 
terme fluctuant autour d’une relation de long terme (imposée par le cadre 
théorique du modèle). 
Le modèle se caractérise, comme la plupart des modèles macroéconométriques, 
par une dynamique keynésienne à court terme et un équilibre de long terme 
déterminé par des facteurs d'offre. 
                                                 
16 Voir « Présentation du modèle MÉSANGE », Allard-Prigent et al., Cahiers de la DG Trésor, mai 2002, 
http://www.tresor.economie.gouv.fr/file/326640  
17 Voir « Le modèle MÉSANGE nouvelle version réestimée en base 2000 », Klein et Simon, Cahiers de la 
DG Trésor n° 2010-02, mars 2010, http://www.tresor.economie.gouv.fr/file/326046  
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En pratique, le modèle est utilisé par le biais de « variantes ». Une « variante » est 
le résultat de la simulation d’une modification de l’économie modélisée (par 
exemple la hausse de l'investissement des entreprises DIM, calibrée pour un 
montant de 1 pt de PIB ex-ante). On peut utiliser des variantes élémentaires pour 
simuler des phénomènes plus complexes représentés par une combinaison linéaire 
de variantes élémentaires, le modèle étant linéarisé.  
 
53
Annexe 2 : Tests de sensibilité sur les paramètres choisis 
Test de sensibilité sur la valeur de ? (avec augmentation de la part de la DIRDe déclarée 
dans le cadre du CIR) 
Nous présentons ici les résultats de la simulation avec diverses valeurs de ?, en gardant les autres 
paramètres présentés dans l’étude. On remarque que les résultats sont très peu sensibles à ce 
paramètre. Une valeur plus élevée de ? augmente très légèrement l’effet à très long terme de la 
réforme de 2008 sur le PIB et l’emploi.   
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,0
DIRD/PIB, en % 2,4 2,7 2,9 3,1 3,2 3,2
Surcroît du SR&D, en % 0,7 2,2 4,0 8,2 18,3 40,5
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,3 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1
DIRD/PIB 2,5 2,9 3,2 3,5 4,0 4,6
Surcroît du SR&D, en % 0,8 2,8 5,4 11,4 26,7 80,1
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 3,8 8,9 11,8 16,2 21,0 38,2
Surcroît de personnel (en milliers) 27 61 79 104 122 125
dont chercheurs 15 34 44 58 68 70
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 4,8 11,8 16,8 21,8 35,2 85,0
Surcroît de personnel (en milliers) 34 80 111 137 137 264
dont chercheurs 19 45 62 76 76 147
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,21 0,47 0,61 0,81 0,95 0,97
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,15 0,34 0,44 0,57 0,67 0,68
Solde, en pt de PIB 0,06 0,13 0,18 0,23 0,28 0,29
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,26 0,63 0,87 1,09 1,59 2,16
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,23 0,54 0,74 0,94 1,31 1,69
Solde, en pt de PIB 0,03 0,09 0,14 0,15 0,28 0,47
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,26 0,17 -0,12
Emploi (en millier) 29 69 112 122 116 75
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,04 0,14 0,22 0,26 0,23 -0,29
Emploi (en millier) 35 85 122 151 179 155
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,16 0,89 2,51
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,21 1,21 4,33
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,06 0,35 1,00
Emploi (en millier) 0 0 0 -17 7 -46
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,10 0,53 1,51
Emploi (en millier) 0 0 0 6 69 167
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,08 0,48 1,73
Emploi (en millier) 0 0 0 -22 10 -79
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,13 0,73 2,60
Emploi (en millier) 0 0 0 7 94 288
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,42 1,06 2,39
Emploi (en millier) 29 69 112 111 192 196
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,10 0,17 0,44 1,53 4,23
Emploi (en millier) 34 83 118 129 295 386
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,12 -0,24 -0,35 -0,36 0,07 1,16
Emploi (en millier) 7 -6 -12 -34 -56 -41
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,08 -0,16 -0,22 -0,16 0,66 2,84
Emploi (en millier) 21 34 32 -1 126 144
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,0
DIRD/PIB, en % 2,4 2,7 2,9 3,1 3,2 3,2
Surcroît du SR&D, en % 0,9 3,0 5,5 11,0 23,2 42,3
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,3 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1
DIRD/PIB 2,5 2,9 3,2 3,5 4,0 4,6
Surcroît du SR&D, en % 1,2 3,9 7,4 15,2 33,8 84,6
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 3,8 8,9 11,8 16,2 21,0 38,2
Surcroît de personnel (en milliers) 27 61 79 104 122 125
dont chercheurs 15 34 44 58 68 70
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 4,8 11,8 16,8 21,8 35,2 85,0
Surcroît de personnel (en milliers) 34 80 111 137 137 264
dont chercheurs 19 45 62 76 76 147
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,21 0,47 0,61 0,81 0,95 0,97
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,15 0,34 0,44 0,57 0,67 0,68
Solde, en pt de PIB 0,06 0,13 0,18 0,23 0,28 0,29
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,26 0,63 0,87 1,09 1,59 2,16
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,23 0,54 0,74 0,94 1,31 1,69
Solde, en pt de PIB 0,03 0,09 0,14 0,15 0,28 0,47
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,26 0,17 -0,12
Emploi (en millier) 29 69 112 122 116 75
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,04 0,14 0,22 0,26 0,23 -0,29
Emploi (en millier) 35 85 122 151 179 155
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,22 1,14 2,65
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,29 1,55 4,58
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,09 0,46 1,06
Emploi (en millier) 0 0 0 -24 9 -49
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,13 0,69 1,59
Emploi (en millier) 0 0 0 8 89 176
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,12 0,62 1,83
Emploi (en millier) 0 0 0 -31 12 -84
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,17 0,93 2,75
Emploi (en millier) 0 0 0 10 120 305
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,48 1,32 2,53
Emploi (en millier) 29 69 112 107 214 203
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,10 0,17 0,52 1,86 4,48
Emploi (en millier) 34 83 118 124 324 398
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,12 -0,24 -0,35 -0,30 0,33 1,29
Emploi (en millier) 7 -6 -12 -35 -60 -37
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,08 -0,16 -0,22 -0,08 1,00 3,10
Emploi (en millier) 21 34 32 -7 154 157
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,0
DIRD/PIB, en % 2,4 2,7 2,9 3,1 3,2 3,2
Surcroît du SR&D, en % 1,6 4,9 8,7 16,7 31,2 43,0
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,3 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1
DIRD/PIB 2,5 2,9 3,2 3,5 4,0 4,6
Surcroît du SR&D, en % 2,0 6,4 11,9 22,9 45,3 87,2
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 3,8 8,9 11,8 16,2 21,0 38,2
Surcroît de personnel (en milliers) 27 61 79 104 122 125
dont chercheurs 15 34 44 58 68 70
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 4,8 11,8 16,8 21,8 35,2 85,0
Surcroît de personnel (en milliers) 34 80 111 137 137 264
dont chercheurs 19 45 62 76 76 147
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,21 0,47 0,61 0,81 0,95 0,97
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,15 0,34 0,44 0,57 0,67 0,68
Solde, en pt de PIB 0,06 0,13 0,18 0,23 0,28 0,29
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,26 0,63 0,87 1,09 1,59 2,16
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,23 0,54 0,74 0,94 1,31 1,69
Solde, en pt de PIB 0,03 0,09 0,14 0,15 0,28 0,47
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,26 0,17 -0,12
Emploi (en millier) 29 69 112 122 116 75
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,04 0,14 0,22 0,26 0,23 -0,29
Emploi (en millier) 35 85 122 151 179 155
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,36 1,60 2,71
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,47 2,13 4,76
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,14 0,64 1,09
Emploi (en millier) 0 0 0 -39 13 -50
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,22 0,96 1,63
Emploi (en millier) 0 0 0 13 124 180
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,19 0,85 1,90
Emploi (en millier) 0 0 0 -50 17 -87
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,28 1,28 2,86
Emploi (en millier) 0 0 0 17 165 317
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,06 0,15 0,21 0,62 1,78 2,59
Emploi (en millier) 29 69 112 97 253 206
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,10 0,17 0,70 2,44 4,66
Emploi (en millier) 34 83 118 111 373 407
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,12 -0,24 -0,35 -0,16 0,79 1,36
Emploi (en millier) 7 -6 -12 -37 -70 -28
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,08 -0,16 -0,22 0,10 1,58 3,28
Emploi (en millier) 21 34 32 -20 204 165
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Simulation alternative avec une part de la DIRDe déclarée constante avec test de 
sensibilité sur la valeur de ? 
Nous présentons ici les résultats de la simulation avec diverses valeurs de ?, avec une part de la 
DIRDe déclarée laissée constante (au lieu d’augmenter comme elle le fait dans la simulation 
présentée plus haut dans l’étude). Les autres paramètres étant gardés constants, l’augmentation du 
CIR n’est plus calibrée à 1 % du PIB mais à 0,6 % sous l’hypothèse d’un effet additif et à 0,5 % 
sous l’hypothèse d’un effet multiplicatif. 
Dans ce cadre, la réforme aurait des effets nettement moins positifs, la différence augmentant avec 
le temps. Les résultats restent très peu sensibles à ce paramètre, avec une valeur plus élevée de ? 
augmentant très légèrement l’effet à très long terme de la réforme de 2008 sur le PIB et l’emploi. 
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,4 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6
DIRD/PIB, en % 2,3 2,6 2,6 2,7 2,8 2,8
Surcroît du SR&D, en % 0,5 1,6 2,9 5,6 11,7 24,5
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,2 0,3 0,4 0,4 0,5 0,5
DIRD/PIB 2,4 2,7 2,8 3,0 3,2 3,3
Surcroît du SR&D, en % 0,6 2,0 3,7 7,3 15,7 37,0
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 2,8 6,5 8,2 10,5 12,7 22,6
Surcroît de personnel (en milliers) 21 45 56 69 75 76
dont chercheurs 11 25 31 38 42 42
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 3,5 8,2 11,0 13,1 18,5 36,4
Surcroît de personnel (en milliers) 25 57 75 85 85 119
dont chercheurs 14 32 41 47 47 66
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,15 0,34 0,43 0,53 0,57 0,58
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,11 0,25 0,31 0,38 0,42 0,41
Solde, en pt de PIB 0,04 0,10 0,12 0,15 0,16 0,16
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,19 0,44 0,57 0,66 0,83 0,93
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,17 0,39 0,50 0,59 0,74 0,83
Solde, en pt de PIB 0,02 0,05 0,07 0,06 0,09 0,10
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,16 0,09 -0,08
Emploi (en millier) 22 51 87 87 77 52
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,09 0,14 0,14 0,07 -0,20
Emploi (en millier) 25 60 81 91 89 61
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,12 0,60 1,61
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,15 0,77 2,31
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,05 0,24 0,65
Emploi (en millier) 0 0 0 -13 5 -30
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,07 0,36 0,97
Emploi (en millier) 0 0 0 4 46 107
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,06 0,31 0,93
Emploi (en millier) 0 0 0 -16 6 -42
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,09 0,46 1,39
Emploi (en millier) 0 0 0 5 60 154
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,28 0,69 1,53
Emploi (en millier) 22 51 87 78 129 129
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,02 0,07 0,11 0,28 0,90 2,19
Emploi (en millier) 25 59 78 76 164 181
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,08 -0,16 -0,23 -0,22 0,09 0,80
Emploi (en millier) 6 -2 2 -14 -30 -18
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,05 -0,10 -0,14 -0,08 0,45 1,60
Emploi (en millier) 16 26 23 0 77 78
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,4 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6
DIRD/PIB, en % 2,3 2,6 2,6 2,7 2,8 2,8
Surcroît du SR&D, en % 0,7 2,2 3,9 7,6 14,9 25,6
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,2 0,3 0,4 0,4 0,5 0,5
DIRD/PIB 2,4 2,7 2,8 3,0 3,2 3,3
Surcroît du SR&D, en % 0,9 2,8 5,1 9,8 19,8 38,7
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 2,8 6,5 8,2 10,5 12,7 22,6
Surcroît de personnel (en milliers) 21 45 56 69 75 76
dont chercheurs 11 25 31 38 42 42
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 3,5 8,2 11,0 13,1 18,5 36,4
Surcroît de personnel (en milliers) 25 57 75 85 85 119
dont chercheurs 14 32 41 47 47 66
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,15 0,34 0,43 0,53 0,57 0,58
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,11 0,25 0,31 0,38 0,42 0,41
Solde, en pt de PIB 0,04 0,10 0,12 0,15 0,16 0,16
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,19 0,44 0,57 0,66 0,83 0,93
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,17 0,39 0,50 0,59 0,74 0,83
Solde, en pt de PIB 0,02 0,05 0,07 0,06 0,09 0,10
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,16 0,09 -0,08
Emploi (en millier) 22 51 87 87 77 52
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,09 0,14 0,14 0,07 -0,20
Emploi (en millier) 25 60 81 91 89 61
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,16 0,78 1,70
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,20 0,99 2,44
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,07 0,31 0,68
Emploi (en millier) 0 0 0 -17 6 -31
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,10 0,47 1,02
Emploi (en millier) 0 0 0 6 60 113
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,08 0,40 0,98
Emploi (en millier) 0 0 0 -22 8 -45
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,12 0,59 1,47
Emploi (en millier) 0 0 0 7 77 163
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,33 0,87 1,62
Emploi (en millier) 22 51 87 75 144 133
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,02 0,07 0,11 0,33 1,12 2,32
Emploi (en millier) 25 59 78 72 182 187
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,08 -0,16 -0,23 -0,18 0,27 0,89
Emploi (en millier) 6 -2 2 -15 -33 -16
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,05 -0,10 -0,14 -0,02 0,67 1,73
Emploi (en millier) 16 26 23 -4 96 84
60
?=10% 
 
  
Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,4 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6
DIRD/PIB, en % 2,3 2,6 2,6 2,7 2,8 2,8
Surcroît du SR&D, en % 0,8 2,6 4,6 8,8 16,6 25,8
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,2 0,3 0,4 0,4 0,5 0,5
DIRD/PIB 2,4 2,7 2,8 3,0 3,2 3,3
Surcroît du SR&D, en % 1,0 3,3 6,0 11,3 22,1 39,1
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 2,8 6,5 8,2 10,5 12,7 22,6
Surcroît de personnel (en milliers) 21 45 56 69 75 76
dont chercheurs 11 25 31 38 42 42
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 3,5 8,2 11,0 13,1 18,5 36,4
Surcroît de personnel (en milliers) 25 57 75 85 85 119
dont chercheurs 14 32 41 47 47 66
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,15 0,34 0,43 0,53 0,57 0,58
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,11 0,25 0,31 0,38 0,42 0,41
Solde, en pt de PIB 0,04 0,10 0,12 0,15 0,16 0,16
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,19 0,44 0,57 0,66 0,83 0,93
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,17 0,39 0,50 0,59 0,74 0,83
Solde, en pt de PIB 0,02 0,05 0,07 0,06 0,09 0,10
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,16 0,09 -0,08
Emploi (en millier) 22 51 87 87 77 52
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,09 0,14 0,14 0,07 -0,20
Emploi (en millier) 25 60 81 91 89 61
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,19 0,88 1,72
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,24 1,12 2,48
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,08 0,35 0,69
Emploi (en millier) 0 0 0 -21 7 -32
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,12 0,53 1,03
Emploi (en millier) 0 0 0 7 68 115
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,10 0,45 0,99
Emploi (en millier) 0 0 0 -26 9 -46
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,14 0,67 1,49
Emploi (en millier) 0 0 0 9 87 165
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,36 0,97 1,65
Emploi (en millier) 22 51 87 73 153 135
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,02 0,07 0,11 0,37 1,25 2,36
Emploi (en millier) 25 59 78 69 193 189
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,08 -0,16 -0,23 -0,15 0,37 0,91
Emploi (en millier) 6 -2 2 -15 -35 -14
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,05 -0,10 -0,14 0,02 0,80 1,76
Emploi (en millier) 16 26 23 -7 106 86
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Tableau 1 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,4 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6
DIRD/PIB, en % 2,3 2,6 2,6 2,7 2,8 2,8
Surcroît du SR&D, en % 1,2 3,6 6,3 11,5 19,9 25,9
Effet de levier multiplicatif Surcroît du CIR, en pt de PIB 0,2 0,3 0,4 0,4 0,5 0,5
DIRD/PIB 2,4 2,7 2,8 3,0 3,2 3,3
Surcroît du SR&D, en % 1,4 4,5 8,1 14,7 26,4 39,4
Tableau 2 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de R&D en Md€ 2,8 6,5 8,2 10,5 12,7 22,6
Surcroît de personnel (en milliers) 21 45 56 69 75 76
dont chercheurs 11 25 31 38 42 42
Effet de levier multiplicatif Surcroît de R&D en Md€ 3,5 8,2 11,0 13,1 18,5 36,4
Surcroît de personnel (en milliers) 25 57 75 85 85 119
dont chercheurs 14 32 41 47 47 66
Tableau 3 Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,15 0,34 0,43 0,53 0,57 0,58
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,11 0,25 0,31 0,38 0,42 0,41
Solde, en pt de PIB 0,04 0,10 0,12 0,15 0,16 0,16
Effet de levier multiplicatif Surcroît de DIRDe, en pt de PIB 0,19 0,44 0,57 0,66 0,83 0,93
Surcroît de masse salariale, en pt de PIB 0,17 0,39 0,50 0,59 0,74 0,83
Solde, en pt de PIB 0,02 0,05 0,07 0,06 0,09 0,10
Tableau 4 Effets de demande
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,16 0,09 -0,08
Emploi (en millier) 22 51 87 87 77 52
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,03 0,09 0,14 0,14 0,07 -0,20
Emploi (en millier) 25 60 81 91 89 61
Tableau 5 Effet empirique
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0 0 0 0,27 1,09 1,74
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0 0 0 0,33 1,38 2,52
Tableau 6 Effets d'offre
Effet d'addition pur 1 2 3 5 10 39
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,11 0,44 0,70
Emploi (en millier) 0 0 0 -29 9 -32
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,16 0,66 1,05
Emploi (en millier) 0 0 0 10 85 116
Effet de levier multiplicatif
innovation de procédé PIB, en % 0 0 0 0,13 0,55 1,01
Emploi (en millier) 0 0 0 -36 11 -46
innovation de produit PIB, en % 0 0 0 0,20 0,83 1,51
Emploi (en millier) 0 0 0 12 107 167
Tableau 7 Effet total
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % 0,04 0,11 0,15 0,43 1,19 1,66
Emploi (en millier) 22 51 87 68 171 135
Effet de levier multiplicatif PIB, en % 0,02 0,07 0,11 0,46 1,51 2,39
Emploi (en millier) 25 59 78 62 216 191
Tableau 8 Effet total avec prise en compte du financement
Hypothèse considérée 1 2 3 5 10 39
Effet d'addition pur PIB, en % -0,08 -0,16 -0,23 -0,07 0,59 0,93
Emploi (en millier) 6 -2 2 -16 -40 -9
Effet de levier multiplicatif PIB, en % -0,05 -0,10 -0,14 0,11 1,06 1,80
Emploi (en millier) 16 26 23 -14 129 88
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✶✾✺✵✿ ✏■) ✇❛& ♥❡✈❡% )❤❡ ♦❜❥❡❝) ♦❢ )❤♦&❡ ❧❛✇& )♦ ❣%❛♥) ❛ ♠♦♥♦♣♦❧② ❢♦% ❡✈❡%② )%✐✢✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱
❡✈❡%② &❤❛❞♦✇ ♦❢ ❛ &❤❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥❛)✉%❛❧❧② ❛♥❞ &♣♦♥)❛♥❡♦✉&❧② ♦❝❝✉% )♦ ❛♥②
&❦✐❧❧❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ♦% ♦♣❡%❛)♦% ✐♥ )❤❡ ♦%❞✐♥❛%② ♣%♦❣%❡&& ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝)✉%❡&✭❚❤❡ ●%❡❛) ❆)❧❛♥)✐❝
❛♥❞ Q❛❝✐✜❝ ❚❡❛ ❈♦✳ ✈&✳ ❙✉♣❡%♠❛%❦❡) ❈♦%♣✳✮✳✑
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❢♦"♠$✱ ♠❛✐♥❧② ❝♦♣②"✐❣❤/✱ ♣❛/❡♥/$ ❛♥❞ /"❛❞❡♠❛"❦$✳ ❚❤❡ ♣"❡$❡♥/ ♣❛♣❡" ❞❡❛❧$
❝❤✐❡✢② ✇✐/❤ ♣❛/❡♥/$✳
❚❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❧❡ /❤❛/ ✐❞❡❛$ ❛"❡ ♥♦/ ♣"♦/❡❝/❡❞ ❤❛$ ❛❧✇❛②$ ❜❡❡♥ ❛ $✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥✳
❆❝/✉❛❧❧②✱ $♦♠❡ ✐❞❡❛$ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡✳ <❛/❡♥/$ ❝❛♥ ♣"♦/❡❝/ ✐♥❞✉$✲
/"✐❛❧ ♣"♦❝❡$$❡$✱ $✉❝❤ ❛$ ❛ ❝❛"✬$ ❜❧✉❡♣"✐♥/$ ♦" ❛ ♥❡✇ ♣"♦❝❡$$ /♦ ♣"♦❞✉❝❡ $/❡❡❧✳
❚"❛❞✐/✐♦♥❛❧❧②✱ ♣❛/❡♥/ ♦✣❝❡$ ❞✐$/✐♥❣✉✐$❤❡❞ ❜❡/✇❡❡♥ ✐❞❡❛$ ✭♥♦♥ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡✮ ❛♥❞
✐♥❞✉$/"✐❛❧ ♣"♦❝❡$$❡$ ✭♣❛/❡♥/❛❜❧❡✱ /❤♦✉❣❤ /❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞ ❛$ ✐❞❡❛$
/♦♦✮✳ ❊✉"♦♣❡❛♥ ❥✉"✐$♣"✉❞❡♥❝❡ ❞"❡✇ /❤❡ ❧✐♥❡ ❛/ /❤❡ ✏/❡❝❤♥✐❝❛❧✑ ❝❤❛"❛❝/❡" ♦❢ ❛♥
✐❞❡❛✳ ❚❤✐$ ❞✐$/✐♥❝/✐♦♥ ✇❛$ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜❡❝❛✉$❡ /❤❡$❡ ♣"♦❝❡$$❡$ ♦"
❜❧✉❡♣"✐♥/$ ❛"❡ ♥♦/ ❞✐"❡❝/❧② ✉$❡❞ ✐♥ /❤❡ ✜♥❛❧ $❡❝/♦"✿ ❛ ♣"✐✈❛/❡ ❣♦♦❞ ❡♠❜❡❞$
/❤❡ ✐❞❡❛✳ ❚❤❡ $/❛♥❞❛"❞ ✇❛② /❤❛/ ❣"♦✇/❤ ♠♦❞❡❧$ ❝♦♥$✐❞❡" "❡$❡❛"❝❤ ❡✛❡❝/✐✈❡❧②
"❡❣❛"❞$ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡ ✏✐❞❡❛$✑ ❛$ ❢❡✇✳ ❚❤❡② ❛"❡ $✉♣♣♦$❡❞ ♥❡✈❡" /♦ ❜❡ ✉$❡❞ ❜②
/❤❡♠$❡❧✈❡$ ❜✉/ /♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣"✐✈❛/❡ ❣♦♦❞✱ ❛ $✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ "❡✢❡❝/✐♥❣
/❤❡ ✇❛② ♣❛/❡♥/ ❧❛✇ ✉$❡❞ /♦ ✇♦"❦✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❡✈❡♥ ✐❢ /❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❧❡$ ♦❢ /❤❡ ❧❛✇
❤❛✈❡ ♥♦/ ❝❤❛♥❣❡❞✱ ♠♦"❡ ✐❞❡❛$ ❛"❡ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡ /♦❞❛②✳ ❚❤❡ $/❛♥❞❛"❞
$✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐/ $/✐❧❧ ❝♦♠♣❧✐❡$ ✇✐/❤ /❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❧❡$ ♦❢ ✐♥/❡❧❧❡❝/✉❛❧ ♣"♦♣✲
❡"/② ❧❛✇✱ ✐$ /❤✉$ ❢✉"/❤❡" ❢"♦♠ ♣"❛❝/✐❝❛❧ "❡❛❧✐/②✳ ❲✐/❤ /❤❡ "✐$❡ ♦❢ ♥❡✇ /❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐♥❞✉$/"✐❡$ ❛♥❞ /❤❡✐" ❤✐❣❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥/❡♥/✱ ✇❤❛/ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥/❡"♣"❡/❡❞
❛$ ❡①❝❡♣/✐♦♥$ ✐♥ /❤❡ ♣❛$/ /❡♥❞$ /♦ ❜❡❝♦♠❡ /❤❡ "✉❧❡✳ ❚❤❛/ ✐$✱ ✐♥/❡❧❧❡❝/✉❛❧ ♣"♦♣✲
❡"/② ❧❛✇ ❤❛$ ❝❤❛♥❣❡❞✱ $♦ /❤❛/ /❤❡ /❤❡♦"❡/✐❝❛❧ /"❡❛/♠❡♥/ ✭✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉$ ❣"♦✇/❤
❧✐/❡"❛/✉"❡✮ ❞♦❡$ ♥♦/ ❡✈❡♥ "❡✢❡❝/ /❤❡ ❧❛✇ ❛$ ✐/ ❡①✐$/$ /♦❞❛②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ /❤✐$ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ✐$ /❤❡ $♦❢/✇❛"❡ ✐♥❞✉$/"②✳ ❙♦❢/✇❛"❡ ✇❛$
♦"✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡❡♠❡❞ ❛ ♥♦♥✲/❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐❞❡❛✱ $✐♠✐❧❛" /♦ ❛ ♠❛/❤❡♠❛/✐❝❛❧ /❤❡♦"❡♠✳
■/$ ❡①♣"❡$$✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♣②"✐❣❤/❡❞✱ ❜✉/ $♦❢/✇❛"❡ ✐♥♥♦✈❛/✐♦♥$ ❝♦✉❧❞ ♥♦/ ❜❡
♣❛/❡♥/❡❞✳ ■♥ ❊✉"♦♣❡✱ ❛"/✐❝❧❡ ✺✷✳✷ ♦❢ /❤❡ ▼✉♥✐❝❤ ❝♦♥✈❡♥/✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐/❧② $/❛/❡$
/❤❛/ $♦❢/✇❛"❡ ✐$ ♥♦/ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡✳ ■♥ /❤❡ ❯❙✱ /❤❡ ❯❙ <❛/❡♥/ ❖✣❝❡ ✇❛$ "❡❧✉❝/❛♥/
/♦ ❣"❛♥/ ❛♥② $♦❢/✇❛"❡✲"❡❧❛/❡❞ ♣❛/❡♥/✱ ✇✐/❤ /❤❡ ❥✉$/✐✜❝❛/✐♦♥ /❤❛/ ♠❛/❤❡♠❛/✐✲
❝❛❧ /"✉/❤$ ❛"❡ ♥♦/ ♣❛/❡♥/❛❜❧❡ ✭✐/ ✇❛$ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤❡ ✶✾✼✷ ❞❡❝✐$✐♦♥ ●♦""#❝❤❛❧❦
✈# ❇❡♥#♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ /❤❡ ❙✉♣"❡♠❡ ❈♦✉"/ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞ /❤❛/ $♦❢/✇❛"❡ ✇❛$ ♥♦/❤✐♥❣
♠♦"❡ /❤❛♥ ❛ ♠❛/❤❡♠❛/✐❝❛❧ ❛❧❣♦"✐/❤♠✮✳ ❈♦♣②"✐❣❤/ ✇❛$ /❤❡ ♦♥❧② "❡❧❡✈❛♥/ ♣"♦✲
/❡❝/✐♦♥✿ ✐/ ✐$ ♥♦/ ♣♦$$✐❜❧❡ /♦ ❝♦♣② /❤❡ ❡①♣"❡$$✐♦♥ ♦❢ ❛ $♦❢/✇❛"❡✱ ❜✉/ ✐/ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡
/♦ ❝♦♣② ✐/$ ❢✉♥❝/✐♦♥$ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣/$✳ ❚❤❡ ✜"$/ $✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ✇❛$ /❤❡ ❞❡✲
❝✐$✐♦♥ ❉✐❛♠♦♥❞ ✈# ❉✐❡❤1 ✐♥ ✶✾✽✶✳ ❚❤❡ ❙✉♣"❡♠❡ ❈♦✉"/ ❛✉/❤♦"✐③❡❞ ❛ ♣❛/❡♥/ ♦♥
❛♥ ✐♥♥♦✈❛/✐♦♥ ✭❛ ♥❡✇ ♠❡/❤♦❞ /♦ ♣"♦❞✉❝❡ "✉❜❜❡"✮ /❤❛/ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐/ ✉$❡ ♦❢ ❛
$♦❢/✇❛"❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/✳ ❆ ♣❛/❡♥/ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❣"❛♥/❡❞ ❜❡❝❛✉$❡ /❤❛/ $♦❢/✇❛"❡ ❤❛❞ ❛
/❛♥❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝/✳
✸
❏✉"✐$♣"✉❞❡♥❝❡ ❜❡❝❛♠❡ ❣"❛❞✉❛❧❧② ♠♦"❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♦♥ ✇❤❛/ ❝♦♥$/✐✲
✸
❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇❛( ❞❡✜♥❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✿ ✏❲❡ ✈✐❡✇ 1❡(♣♦♥❞❡♥3( ❝❧❛✐♠( ❛( ♥♦3❤✐♥❣ ♠♦1❡ 3❤❛♥
❛ ♣1♦❝❡(( ❢♦1 ♠♦❧❞✐♥❣ 1✉❜❜❡1 ♣1♦❞✉❝3( ❛♥❞ ♥♦3 ❛( ❛♥ ❛33❡♠♣3 3♦ ♣❛3❡♥3 ❛ ♠❛3❤❡♠❛3✐❝❛❧
❢♦1♠✉❧❛✳ ❲❡ 1❡❝♦❣♥✐③❡✱ ♦❢ ❝♦✉1(❡✱ 3❤❛3 ✇❤❡♥ ❛ ❝❧❛✐♠ 1❡❝✐3❡( ❛ ♠❛3❤❡♠❛3✐❝❛❧ ❢♦1♠✉❧❛ ✭♦1
(❝✐❡♥3✐✜❝ ♣1✐♥❝✐♣❧❡ ♦1 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♥❛3✉1❡✮✱ ❛♥ ✐♥>✉✐1② ♠✉(3 ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥3♦ ✇❤❡3❤❡1 3❤❡
❝❧❛✐♠ ✐( (❡❡❦✐♥❣ ♣❛3❡♥3 ♣1♦3❡❝3✐♦♥ ❢♦1 3❤❛3 ❢♦1♠✉❧❛ ✐♥ 3❤❡ ❛❜(31❛❝3✳✭✳✳✳✮ ❚♦ ❤♦❧❞ ♦3❤❡1✇✐(❡
✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦♠♣❡3❡♥3 ❞1❛❢3(♠❛♥ 3♦ ❡✈❛❞❡ 3❤❡ 1❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❧✐♠✐3❛3✐♦♥( ♦♥ 3❤❡ 3②♣❡ ♦❢
(✉❜❥❡❝3 ♠❛33❡1 ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦1 ♣❛3❡♥3 ♣1♦3❡❝3✐♦♥✳ ❖♥ 3❤❡ ♦3❤❡1 ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧❛✐♠ ❝♦♥3❛✐♥✐♥❣ ❛
♠❛3❤❡♠❛3✐❝❛❧ ❢♦1♠✉❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥3( ♦1 ❛♣♣❧✐❡( 3❤❛3 ❢♦1♠✉❧❛ ✐♥ ❛ (31✉❝3✉1❡ ♦1 ♣1♦❝❡(( ✇❤✐❝❤✱
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 ✉ ❡❞ ❛ ♣❛ ❡♥ ❛❜❧❡ )♦❢ ✇❛-❡✲-❡❧❛ ❡❞ ✐♥♥♦✈❛ ✐♦♥✳ ■♥ ✶✾✾✽✱  ❤❡ ❋❡❞❡-❛❧ ❈✐-❝✉✐ 
❆♣♣❡❛❧ ❈♦✉- ❞❡❝✐❞❡❞✱ ✐♥  ❤❡ ❝❛)❡ ❙!❛!❡ ❙!$❡❡! ❇❛♥❦ ✫ ❚$✉+! ❈♦✳ ✈+ ❙✐❣♥❛✲
!✉$❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ●$♦✉♣✱ ■♥❝✳✱  ❤❛ ❛♥② )♦❢ ✇❛-❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ ♠❡-❡ ♠❛ ❤❡♠❛ ✐❝❛❧
❛❧❣♦-✐ ❤♠✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛ ❡♥ ❡❞✱ ✇❤✐❝❤ )❡❡♠)  ❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥ ✐♥  ❤✐) ❡✈♦❧✉ ✐♦♥✳
❆ )✐♠✐❧❛- ❡✈♦❧✉ ✐♦♥  ♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❏❛♣❛♥✳ ❊✉-♦♣❡ ❧♦♥❣ ♠❛✐♥ ❛✐♥❡❞  ❤❡ ✐♥ ❡-✲
❞✐❝ ✐♦♥  ♦ ♣❛ ❡♥ ❛ )♦❢ ✇❛-❡✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ✐) ✈✐)✐❜❧❡✱  ❤♦✉❣❤✳ ❙✐♥❝❡ ✶✾✾✻✱  ❤❡
❊E❖ ❤❛) ) ❛- ❡❞ ❣-❛♥ ✐♥❣ ♣❛ ❡♥ ) ✇❤❡-❡  ❤❡  ❛♥❣✐❜❧❡ ✐♥❞✉) -✐❛❧ ♣-♦❝❡)) ✐) ♠♦-❡
❛♥❞ ♠♦-❡ -❡♠♦ ❡✳
✹
■♥ ♣-❛❝ ✐❝❡✱ ♠❛♥② )♦❢ ✇❛-❡ ♣-♦❣-❛♠) ❛-❡ ♥♦✇ ♣❛ ❡♥ ❡❞✳ ❚❤❡
▼✉♥✐❝❤ ❝♦♥✈❡♥ ✐♦♥ ✇❛) ♠❡❛♥  ♦ ❜❡ -❡❢♦-♠❡❞ ✐♥ ✷✵✵✵  ♦ ❛❧❧♦✇  ❤✐) ❡✈♦❧✉ ✐♦♥✱
❜✉  ❤❡ ♠❡♠❜❡-✲) ❛ ❡) ✭❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤  ❤❡-❡ ❛-❡ ❛❧)♦ )♦♠❡ ♥♦♥✲❊✉-♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥
♠❡♠❜❡-)✮ ❝❤♦)❡  ♦ -❡❧② ♦♥ ❛ ❞❡❝✐)✐♦♥ ❜②  ❤❡ ❊✉-♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✵✷✱  ❤❡
❝♦♠♠✐))✐♦♥ ♣-♦♣♦)❡❞ ❛ ❞✐-❡❝ ✐✈❡  ❤❛ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ )♦❢ ✇❛-❡ ♣❛ ❡♥ )✳ ❆❢✲
 ❡- ❛ ❧❡♥❣ ❤② ❞✐)❝✉))✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❊✉-♦♣❡❛♥ E❛-❧✐❛♠❡♥ ✱ )♦❢ ✇❛-❡ ♣❛ ❡♥ ) -❡♠❛✐♥
❢♦-❜✐❞❞❡♥ ❢♦- ♥♦✇✳
❚❤❡ ❡① ❡♥)✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛ ✐) ♣❛ ❡♥ ❛❜❧❡ ✐) ♥♦ ❧✐♠✐ ❡❞  ♦ )♦❢ ✇❛-❡✳ ■♥  ❤❡ ❯❙✱
❜✉)✐♥❡)) ♠♦❞❡❧) ❛-❡ ♥♦✇ -♦✉ ✐♥❡❧② ♣❛ ❡♥ ❡❞✱ ❡✈❡♥  ❤♦✉❣❤ )♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡) ✐♥  ❤❡
❥✉-✐)♣-✉❞❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ) ✐❧❧ ♦❝❝✉- ♦♥  ❤❡ )✉❜❥❡❝ ✳
✺
❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱  ❤❡ ✐❞❡❛  ♦ ❦❡❡♣
✐♥❢♦-♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝❧✐❡♥ ) ❢-♦♠ ♦♥❡ ✈✐)✐  ♦ ❛♥♦ ❤❡-  ♦ ❢❛❝✐❧✐ ❛ ❡  ❤❡✐-
)❤♦♣♣✐♥❣ ✐) ♣❛ ❡♥ ❡❞ ❜② ❆♠❛③♦♥✳
✻
❚❤✐) ♣❛ ❡♥ ✐) ♥♦ ♦♥❧② ❛  ❤-❡❛ ✳ ■ ❤❛) -❡❛❧
❡✛❡❝ )✿ ❇❛$♥❡+ ✫ ◆♦❜❧❡ ❤❛❞  ♦ ❝❤❛♥❣❡  ❤❡✐- ♦♥✲❧✐♥❡ )❤♦♣♣✐♥❣ )❡-✈✐❝❡ )♦ ❛) ♥♦ 
 ♦ ✐♥❢-✐♥❣❡ ♦♥  ❤❡ ❆♠❛③♦♥ ♣❛ ❡♥ ✳ ?$✐❝❡❧✐♥❡✳❝♦♠ )❤♦✉❧❞ ❛❧)♦ ❜❡ ♠❡♥ ✐♦♥❡❞✱
✇✐ ❤ ✐ ) ♣❛ ❡♥ ♦♥  ❤❡ ✉)❡ ♦❢ -❡✈❡-)❡❞ ❛✉❝ ✐♦♥)✳
✼
❚❤❡ ❜✐♦ ❡❝❤♥♦❧♦❣② )❡❝ ♦- ✐) ❛♥♦ ❤❡- ♠❛❥♦- ❛-❡❛ ✇❤❡-❡  ❤❛ ❡① ❡♥)✐♦♥ ❤❛) ♦❝✲
❝✉--❡❞✳ ❆ ♣-♦♠✐♥❡♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡)  ❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈♦❤❡♥✲❇♦②❡- ♣❛ ❡♥ ♦♥
 ❤❡ ❜❛)✐❝  ❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❜✐♦❡♥❣✐♥❡❡-✐♥❣✳ ❆) ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❇❡-❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛❧ ❤♦✉❣❤
❇♦②❡- ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ✜-) ♣✉❜❧✐)❤❡❞ ❛ -❡)❡❛-❝❤ ❛- ✐❝❧❡ ♦♥  ❤❡✐- ♥❡✇  ❡❝❤♥✐T✉❡ ✐♥
 ❤❡ ?$♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ !❤❡ ◆❛!✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡+ ✐♥ ✶✾✼✸✱  ❤❡✐- -❡)❡❛-❝❤
✇❛) ❧❛ ❡- ♣❛ ❡♥ ❡❞✳ ❆ ✜-) ♣❛ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ✇❛) ❣-❛♥ ❡❞ ✐♥ ✶✾✼✹  ♦ ♣-♦ ❡❝ 
❜♦ ❤  ❤❡ ♣-♦❝❡)) ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ -❡❝♦♠❜✐♥❛♥ ❉◆❆ ❛♥❞ ❛♥② ♣-♦❞✉❝ )  ❤❛ -❡)✉❧ ❡❞
❢-♦♠ ✉)✐♥❣  ❤❛ ♣-♦❞✉❝ ✳ ❙✐① ②❡❛-) ❧❛ ❡- ❛♥♦ ❤❡- ♣❛ ❡♥  ✐ ❧❡❞ ✏E-♦❝❡)) ❢♦-
♣-♦❞✉❝✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛- ❝❤✐♠❡-❛)✑ ✇❛) ❣-❛♥ ❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜②  ❤❡ ♣❛ ❡♥ ) ♥❛♠❡❞ ✏❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛- ❝❤✐♠❡-❛)✑ ✐♥ ✶✾✽✹✱
❛♥❞ ✏❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛- ❝❤✐♠❡-❛)✑ ✐♥ ✶✾✽✽✳ ❚❤❡  ❤-❡❡ ♣❛ ❡♥ )✱
❤♦✇❡✈❡-✱ ❡①♣✐-❡❞ )✐♠✉❧ ❛♥❡♦✉)❧② ✐♥ ✶✾✾✼ ❜❡❝❛✉)❡  ❤❡② ❝❧❛✐♠❡❞ ♣-✐♦-✐ ② ♦❢ ✐♥✲
✇❤❡♥ ❝♦♥&✐❞❡)❡❞ ❛& ❛ ✇❤♦❧❡✱ ✐& ♣❡)❢♦)♠✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✇❤✐❝❤ 2❤❡ ♣❛2❡♥2 ❧❛✇& ✇❡)❡ ❞❡&✐❣♥❡❞
2♦ ♣)♦2❡❝2 ✭❡✳❣✳✱ 2)❛♥&❢♦)♠✐♥❣ ♦) )❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛)2✐❝❧❡ 2♦ ❛ ❞✐✛❡)❡♥2 &2❛2❡ ♦) 2❤✐♥❣✮✱ 2❤❡♥ 2❤❡
❝❧❛✐♠ &❛2✐&✜❡& 2❤❡ )❡8✉✐)❡♠❡♥2& ♦❢ &❡❝2✐♦♥ ✶✵✶✳✑
✹
❋♦) ✐♥&2❛♥❝❡✱ ♣❛2❡♥2 ❊>✵✽✵✵✶✹✷ ♦♥ 2❤❡ ✽2❤ ♦❢ ❖❝2♦❜❡) ✶✾✾✼ ❞❡❛❧& ✇✐2❤ ❛ ♠❡2❤♦❞ 2♦
❝♦♥✈❡)2 ✜❧❡ ♥❛♠❡& ❢)♦♠ 2❤❡ ❲✐♥❞♦✇& ✾✺ 2♦ 2❤❡ ❲✐♥❞♦✇& ◆❚ ❢♦)♠❛2✳
✺
■♥ ❛ )❡❝❡♥2 ❞❡❝✐&✐♦♥ ♦♥ ❖❝2♦❜❡) ✸✵✱ ✷✵✵✽✱ ■♥ "❡ ❇✐❧'❦✐✱ 2❤❡ ❋❡❞❡)❛❧ ❈✐)❝✉✐2 ❛♣♣❡❛)& 2♦
❤♦❧❞ ♣❛2❡♥2✲✐♥❡❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛♥② ❜✉&✐♥❡&&✲♠❡2❤♦❞ ♣❛2❡♥2& ❣)❛♥2❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❧❛&2 ❞❡❝❛❞❡✳ ■2 &❤♦✉❧❞
❜❡ ♥♦2❡❞✱ 2❤♦✉❣❤✱ 2❤❛2 2❤❡ ♣)✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❜✉&✐♥❡&& ♠❡2❤♦❞ ♣❛2❡♥2& ✐& ♥♦2 ❡♥❞❛♥❣❡)❡❞ ❜② 2❤✐&
❞❡❝✐&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡)❡❧② 2♦✉❣❤❡♥& 2❤❡ &2❛♥❞❛)❞& 2♦ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡)❡❞ ❢♦) ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥&✳
✻
❖♥❡✲❝❧✐❝❦ ♣❛2❡♥2 ✭✺✱✾✻✵✱✹✶✶✱ ✷✽2❤ ❙❡♣2❡♠❜❡) ✶✾✾✾✮✳
✼
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✈❡♥#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❜❛)✐) ♦❢ #❤❡✐+ ✶✾✼✹ ♣❛#❡♥# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥✳ ❆) ❛+❣✉❡❞ ❜② ❇❡+❛
✭✷✵✵✾✮✱ #❤❡ ❯♥✐✈❡+)✐#② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦+♥✐❛ ❣❡♥❡+❛#❡❞ ✷✺✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❯❙ ❞♦❧❧❛+) ✐♥ ❧✐❝❡♥)✲
✐♥❣ +❡✈❡♥✉❡) ❢+♦♠ #❤❡ ❧✐❝❡♥)❡) ❣+❛♥#❡❞ #♦ ✹✻✽ ❝♦♠♣❛♥✐❡)✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ❛) ♥♦#❡❞
❜② #❤❡ ❛✉#❤♦+✱ #❤✐) +❡)❡❛+❝❤ ✇❛) ❛ ♣✐♦♥❡❡+✐♥❣ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ ❝❧♦♥✐♥❣ ❣❡♥❡#✐❝❛❧❧②
❡♥❣✐♥❡❡+❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡) ✐♥ ❢♦+❡✐❣♥ ❝❡❧❧)✱ ✐✳❡✳ ♠✉❧#✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥) ✇❡+❡ ♣♦))✐❜❧❡✳
❋♦+ ✐♥)#❛♥❝❡✱ ♥❡✇ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣+♦❞✉❝#)✱ )✉❝❤ ❛) )②♥#❤❡#✐❝ ✐♥)✉❧✐♥ ❢♦+ ❞✐❛❜❡#❡) ♣❛✲
#✐❡♥#)✱ ❛ ❝❧♦#✲❞✐))♦❧✈✐♥❣ ❛❣❡♥# ❢♦+ ❤❡❛+#✲❛##❛❝❦ ♣❛#✐❡♥#)✱ ❛♥❞ ❛ ❣+♦✇#❤ ❤♦+♠♦♥❡
❢♦+ ✉♥❞❡+❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❤✐❧❞+❡♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ )✉❜)❡K✉❡♥#❧②✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ❇❡+❛
✭✷✵✵✾✮ ❝♦✉♥#❡❞ ❛ #♦#❛❧ ♦❢ ✷✱✹✹✷ ❦♥♦✇♥ ♣+♦❞✉❝#) #❤❛# ✇❡+❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢+♦♠ #❤❡
♣❛#❡♥#❡❞ ❈♦❤❡♥✲❇♦②❡+ #❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞+✉❣) #♦ ♠✐#✐❣❛#❡ #❤❡ ❡✛❡❝#) ♦❢
❤❡❛+# ❞✐)❡❛)❡✱ ❛♥❛❡♠✐❛✱ ❝❛♥❝❡+✱ ❍■❱✕❆■❉❙✱ ❞✐❛❜❡#❡)✳
❆♥♦#❤❡+ ❢❛♠♦✉) ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ #❤❡ ❜✐♦#❡❝❤♥♦❧♦❣② )❡❝#♦+ ❝♦♥❝❡+♥) ▼②+✐❛❞ ●❡✲
♥❡#✐❝) ✇❤✐❝❤ ♦✇♥) #❤❡ +✐❣❤#) ❛##❛❝❤❡❞ #♦ ♣❛#❡♥#) ❣+❛♥#❡❞ ❜② #❤❡ ❯❙T❚❖ ♦♥
❣❡♥❡) BRCA1 ❛♥❞ BRCA2✳ ❚❤❡)❡ ❣❡♥❡) ✐♥❞✐❝❛#❡ )✉)❝❡♣#✐❜✐❧✐#② #♦ ❜+❡❛)# ❝❛♥✲
❝❡+✳ ❚❤❡ ♥♦#❡✇♦+#❤② ❢❡❛#✉+❡ ✐) #❤❛# #❤❡ ♣❛#❡♥#) ❛❧)♦ ❝♦✈❡+ ❞✐❛❣♥♦)#✐❝ #❡)#) ❢♦+
❞❡#❡❝#✐♥❣ ♠✉#❛#✐♦♥)✳ ❖♥ #❤✐) ❜❛)✐)✱ ▼②+✐❛❞ ●❡♥❡#✐❝) ❝❧❛✐♠) #❤❡ +✐❣❤#) #♦ ❛❧❧
❞✐❛❣♥♦)#✐❝ #❡)#) ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ #❤❡ BRCA ❣❡♥❡)✳ ▲❛)# ❜✉# ♥♦# ❧❡❛)#✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐#❡ #❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #❤❡ ✜+)# ❣❡♥❡#✐❝❛❧❧② ❡♥❣✐♥❡❡+❡❞ ♠♦✉)❡✱ ❛❧)♦ ❝❛❧❧❡❞ ❖♥❝♦♠♦✉)❡✳ ❆)
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❑❡✈❧❡) ✭✷✵✵✷✮✱ #❤✐) ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦✉❧❞ )❡+✈❡ ❞✐✛❡+❡♥# ♣✉+♣♦)❡)✿
♣✉+❡❧② )❝✐❡♥#✐✜❝ ♦+ ♣+❛❝#✐❝❛❧ +❡)❡❛+❝❤✳ ❙✐♠✐❧❛+❧② #♦ #❤❡ ❈♦❤❡♥✲❇♦②❡+ ♣❛#❡♥#✱
#❤✐) +❡)❡❛+❝❤ ✇❛) ♣✉❜❧✐)❤❡❞ ✜+)# ✭✐♥ ❈❡❧❧ ✐♥ ✶✾✽✹✮✱ ❜❡❢♦+❡ ❜❡✐♥❣ ❣+❛♥#❡❞ ❛
♣❛#❡♥# ✐♥ ✶✾✽✽ ❜② #❤❡ ❯❙T❚❖✳ ❚❤❡ ♣+♦♣❡+#② +✐❣❤# ✇❛) ❧❛#❡+ ❡♥❢♦+❝❡❞ #♦ ✐♥✲
❝❧✉❞❡ ❞❡♠❛♥❞) ❢♦+ ✏+❡❛❝❤✲#❤+♦✉❣❤✑ +✐❣❤#) ❛♥❞ +❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛#✐♦♥) #❤❛# ✉)❡❞
#❤❡ ❖♥❝♦♠♦✉)❡ ✐♥ ❢✉+#❤❡+ )❝✐❡♥#✐✜❝ +❡)❡❛+❝❤✳ ❆) ❛+❣✉❡❞ ❜② ❙#♦❦❡) ✭✶✾✾✼✮✱ #❤❡)❡
❡①❛♠♣❧❡) )❤♦✇ #❤❛# )❝✐❡♥#✐✜❝ ✐❞❡❛) ♣♦))❡)) ❜♦#❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❜❛)✐❝ ❝❤❛+❛❝#❡+✲
✐)#✐❝)✳
✽
❚❤✉)✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐#❤ #❤❡)❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥) ♦❢ ♥❡✇ #❡❝❤♥♦❧♦❣② )❡❝#♦+)✱ ✐♥ ♦✉+
♠♦❞❡❧✱ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡) ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛+❡ ❞✐+❡❝#❧② ♣+♦#❡❝#❡❞ ❜② ♣❛#❡♥#) ❛♥❞ #❤❡)❡
❛+❡ ♥♦# +❡)#+✐❝#❡❞ #♦ )♣❡❝✐✜❝ ✉)❡)✳
❙✐♥❝❡ #❤❡ ❡❛+❧② ✶✾✽✵✬)✱ #❤❡ ❯❙ )②)#❡♠ ♦❢ ❘✫❉ ❤❛) ❦♥♦✇♥ )❡✈❡+❛❧ ✐♠♣♦+✲
#❛♥# ✐♥)#✐#✉#✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡) #❤❛# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡)❝+✐❜❡❞ ❛) ❛ )❤✐❢# #♦ ❛ ✏♣+♦✲♣❛#❡♥#
♣♦❧✐❝②✑✳ ❙♦♠❡ ♦❢ #❤❡♠ ✇❡+❡ ✐♥#❡♥#✐♦♥❛❧✱ ❧✐❦❡ #❤❡ +❡❢♦+♠ ♦❢ #❤❡ ❯❙T❚❖ ♣+♦❝❡✲
❞✉+❡) ♦+ #❤❡ ❡)#❛❜❧✐)❤♠❡♥# ♦❢ ❛ )✐♥❣❧❡ ❈♦✉+# ♦❢ ❆♣♣❡❛❧) ❢♦+ #❤❡ ❋❡❞❡+❛❧ ❈✐+❝✉✐#
✭❈❆❋❈✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ )❝♦♣❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛# ✐) ♣❛#❡♥#❛❜❧❡ ✐) ✉)✉❛❧❧②
❝♦♥)✐❞❡+❡❞ #♦ ❜❡ ❛♥♦#❤❡+✱ ✉♥✐♥#❡♥#✐♦♥❛❧✱ ♣❛+# ♦❢ #❤❛# ♥❡✇ ♣+♦✲♣❛#❡♥# ♣♦❧✐❝②✳
■# ✇♦✉❧❞ ❜❡ #♦♦ ❝♦♠♣❧❡① #♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ #❤♦)❡ ✐♥)#✐#✉#✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✱ ❜✉# ✇❡
❝♦♥)✐❞❡+ #❤❛# ❜② ❢♦❝✉)✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥#❡❧❧❡❝#✉❛❧ ♣+♦♣❡+#② ❧❛✇ ✇❡ ❛❞❞+❡))
#❤❡ ♠♦)# ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ♦♥❡✳
✾
✽
❙❡❡ ❛❧$♦ ❉✉❝♦) ✭✷✵✵✵✮✱ ▼✉))❛② ✭✷✵✵✷✮✱ ▼✉))❛② ❛♥❞ ❙3❡)♥ ✭✷✵✵✾✮ ✇❤♦ ❞❡$❝)✐❜❡ 3❤❡ ✐♠✲
♣❛❝3 ♦❢ ❢♦)♠❛❧ ✐♥3❡❧❧❡❝3✉❛❧ ♣)♦♣❡)3② )✐❣❤3$ ♦♥ 3❤❡ ♣)♦❞✉❝3✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉$✐♦♥ ♦❢ 3❤✐$ ❦✐♥❞ ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✾
❙❡❡ ❑✐❤❛)❛ ✭✷✵✵✵✮ ❢♦) ❛ ❞❡3❛✐❧❡❞ ❞✐$❝✉$$✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣)♦✲♣❛3❡♥3 ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❯❙ ❞✉)✐♥❣ 3❤❡
✶✾✽✵✬$✳ ❚❤❡ ❛✉3❤♦) ❡①♣❧❛✐♥$ 3❤❛3✱ ❛♠♦♥❣ ♦3❤❡) ♣♦❧✐❝✐❡$✱ 3❤❡ $3❛♥❞❛)❞$ ❢♦) ♣❛3❡♥3❛❜✐❧✐3② ✇❡)❡
❜)♦❛❞❡♥❡❞ 3♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡✇ 3❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡$ $✉❝❤ ❛$ ❜✐♦3❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉3❡) $♦❢3✇❛)❡✳
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❚♦ ❢♦#♠❛❧✐③❡ *❤❡ ✐❞❡❛- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ *❤❡ ✐♥*#♦❞✉❝*✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✷✱ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣ ❛ -✐♠♣❧❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉- ❣#♦✇*❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ ❤♦#✐③♦♥*❛❧ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*✐♦♥ ✐♥
*❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ●#♦--♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✶❜✱ ❝❤❛♣*❡# ✸✮✱ ❙♠✉❧❞❡#- ❛♥❞ ❱❛♥ ❞❡
❑❧✉♥❞❡#* ✭✶✾✾✺✱ ✶✾✾✼✮✱ E❡#❡**♦ ✭✶✾✾✻✱ ✶✾✾✽✱ ✶✾✾✾✮✱ ❈♦③③✐ ✭✶✾✾✾✮✳ ❲❡ ❛✉❣♠❡♥*
*❤❡-❡ ❛♥❛❧②-❡-✱ ❤♦✇❡✈❡#✱ ✐♥ ❝♦♥-✐❞❡#✐♥❣ ❛ ♠❛#❦❡* ❢♦# ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❚✐♠❡✱ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② t✱ ✐- ❝♦♥*✐♥✉♦✉- ❛♥❞ ❣♦❡- ❢#♦♠ ③❡#♦ *♦ ✐♥✜♥✐*②✳ ❚❤❡#❡ ❛#❡
*❤#❡❡ ❦✐♥❞- ♦❢ ❣♦♦❞-✳ ❆* ❡❛❝❤ ✐♥-*❛♥*✱ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞-✱ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② Xjt, ❛#❡
♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉- ♥✉♠❜❡# ♦❢ -❡❝*♦#- ❞❡♥♦*❡❞ ❜② j ✭j = 1, . . . , N✮✱ ❡❛❝❤
♦♥❡ ❝♦♠♣#✐-✐♥❣ Qjt ✐❞❡♥*✐❝❛❧ ✜#♠- ✭qj = 1, . . . , Qjt✮✱ ✇❤❡#❡ Qjt ✐- ❡♥❞♦❣❡♥♦✉-✳
❆* ❡✈❡#② ♣♦✐♥* ✐♥ *✐♠❡✱ ❛ ❝♦♥*✐♥✉✉♠ ♦❢ ♣✐❡❝❡- ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ [0, At], ✇❤❡#❡ At
❞❡♥♦*❡- *❤❡ *♦*❛❧ -*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐- ❡①♣❛♥❞✐♥❣ *❤#♦✉❣❤ ❘✫❉ ❛❝*✐✈✐*✐❡-✳
❆ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐- ❛♥ ✐♥❞✐✈✐-✐❜❧❡✱ ✐♥✜♥✐*❡❧②✲❧✐✈❡❞✱ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲
#✐✈❛❧ ❣♦♦❞✳ ■* ❝❛♥ ❜❡ ❛ -❝✐❡♥*✐✜❝ #❡♣♦#*✱ ❛ ❞❛*❛❜❛-❡✱ ♦# ❛ -♦❢*✇❛#❡ ❛❧❣♦#✐*❤♠✳
❆❧*❤♦✉❣❤ ♣✐❡❝❡- ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛#❡ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞-✱ ❢♦# -✐♠♣❧✐❝✐*② ✇❡ ✇✐❧❧
*#❡❛* *❤❡♠ ❛- ♣❡#❢❡❝* -✉❜-*✐*✉*❡-✳ ❚❤❛* ✐-✱ ✇❡ ❝❛♥ -✉♠ ❛♥② ✐♥*❡#✈❛❧- ♦❢ *❤❡ -❡*
[0, At]. ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛* ❡❛❝❤ ✐♥-*❛♥*✱ *❤❡#❡ ✐- ❛ ✜①❡❞ V✉❛♥*✐*② ♦❢ ❧❛❜♦#✱ ❞❡♥♦*❡❞ ❜②
L, ✇❤✐❝❤ ✐- ♦✇♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- ❛- ✐♥✐*✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥*✳
❚♦ -✐♠♣❧✐❢② *❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ❛♥❞ ❛- ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ -✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦# ✐♥ *❤❡ ♣❤❛#♠❛❝❡✉✲
*✐❝❛❧✱ -♦❢*✇❛#❡ ♦# ❛❡#♦♥❛✉*✐❝- ✐♥❞✉-*#✐❡-✱ ✇❡ ❛--✉♠❡ *❤❛* ✐♥ ❡❛❝❤ -❡❝*♦# j ❡✈❡#②
✜#♠ qj ❡♥❣❛❣❡- -✐♠✉❧*❛♥❡♦✉-❧② ✐♥ *❤❡ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ j ❛♥❞
✐♥ #❡-❡❛#❝❤✳ ❉❡♥♦*✐♥❣ ❜② Xqjt *❤❡ V✉❛♥*✐*② ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ ♣#♦❞✉❝❡❞ ❜②
✜#♠ qj, *❤❡ *♦*❛❧ V✉❛♥*✐*② ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ j ✐- ❣✐✈❡♥ ❜② Xjt =
∑Qjt
qj=1
Xqjt✳
❙✐♠✐❧❛#❧②✱ ❞❡♥♦*✐♥❣ ❜② Aprodqjt *❤❡ -*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② ✜#♠ qj ✉♥*✐❧
❞❛*❡ t, *❤❡ V✉❛♥*✐*② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ -❡❝*♦# j ✐- Ajt =
∑Qjt
qj=1
Aprodqjt ,
❛♥❞ *❤❡ *♦*❛❧ -*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐- ❣✐✈❡♥ ❜② At =
∑N
j=1
∑Qjt
qj=1
Aprodqjt ✳ ❚❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡- ❛♥❞ ♣#❡❢❡#❡♥❝❡- ❛#❡ ❞❡-❝#✐❜❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✳
❆* ❡❛❝❤ ✐♥-*❛♥*✱ ✜#♠ qj ♣#♦❞✉❝❡- ❛ V✉❛♥*✐*② Xqjt ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ j,
❛❧♦♥❣ ✇✐*❤
Xqjt = γ
(
Ausedqjt
)ν
LXqjt, ✭✶✮
✇❤❡#❡ γ > 0, 0 < ν < 1, LXqjt ✐- *❤❡ V✉❛♥*✐*② ♦❢ ❧❛❜♦# ❞❡✈♦*❡❞ *♦ *❤❡ ♣#♦✲
❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ qj ❛♥❞ A
used
qjt
✐- *❤❡ -*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✉-❡❞ ❜②
✜#♠ qj✱ ✇✐*❤ A
used
qjt
≤ At✳ ❚✇♦ ❝♦♠♠❡♥*- ❛#❡ ✐♥ ♦#❞❡# ❤❡#❡✳ ❋✐#-*✱ *❤❡#❡ ✐- ♥♦
#❡❛-♦♥ *♦ ❛--✉♠❡ *❤❛* ✜#♠- ✉-❡ *❤❡ ✇❤♦❧❡ -*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ At, ❛ ❢❡❛*✉#❡
❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ✇✐❧❧ -❡❡ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✹ *❤❛* -✉❝❤ -♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥
❛❧-♦ ❢❛❝✐❧✐*❛*❡- *❤❡ ❞✐-*✐♥❝*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ -✉♣♣❧② -✐❞❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ -✐❞❡ ✇❤❡♥ ✇❡
❛♥❛❧②③❡ *❤❡ ♠❛#❦❡* ❢♦# ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ *❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✶✮ ❝❛♣*✉#❡- ✐♥ ❛ -✐♠♣❧❡
✇❛② *❤❡ ❛#❣✉♠❡♥*- ♦♥ ♥❡✇ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ *❤❡ ✐♥*#♦❞✉❝*✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥
❙❡❝*✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ❛--✉♠❡ ✐♥ ❡✛❡❝* *❤❛* *❤❡ -*♦#❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐- ❢✉❧❧② ❝♦♥-✉❜-*❛♥*✐❛❧
✇✐*❤ *❤❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ *❤✉- ✇❡ ❞♦ ♥♦* -♣❡❝✐❢② ❛♥② ✐♥*❡#♠❡❞✐❛*❡ ❣♦♦❞-
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 ❡❝#♦% ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✶✵
■# %❡ ✉❧# #❤❛# ✇❡ ❝❛♥♥♦#  #✉❞② #❤❡ ✉ ✉❛❧ ❡5✉✐✲
❧✐❜%✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❡ ❡❛%❝❤ ✐ ❢✉♥❞❡❞ ❜② #❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣%♦✜# ♦♥ ✐♥#❡%♠❡❞✐❛#❡
❣♦♦❞ ✳ ❏♦♥❡ ✭✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸✮ ❛❧ ♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦❞❡❧ #❤❛# ❞♦ ♥♦# ✐♥❝♦%♣♦%❛#❡ ❛♥②
✐♥#❡%♠❡❞✐❛#❡ ❣♦♦❞ ✱ ✐✳❡✳ ❤❡  ♣❡❝✐✜❡ #❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❢♦% ♦✉#♣✉# ✇❤✐❝❤ ❛%❡  ✐♠✐❧❛%
#♦ ✭✶✮✳ ■♥ ❤✐ ✷✵✵✷ ♣❛♣❡%✱ ❤❡ ❡①♣❧❛✐♥ #❤❛#  ✉❝❤ ❢♦%♠❛❧✐③❛#✐♦♥ ✏❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛ ❛ ♣%❡❝✉% ♦% #♦ #❤❡ %✐❝❤❡% ❛♥❛❧② ✐ #❤❛# ❝♦♠❡ ❢%♦♠ ❛❞❞✐♥❣ ♠❛%❦❡# #♦ #❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡5✉✐❧✐❜%✐✉♠ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✑ ✭♣♣✳ ✷✷✸✮✳ ■♥ ❤✐ ✷✵✵✸ ♣❛♣❡%✱
❤❡ ❝♦♥ #%✉❝# ❛♥ ❡5✉✐❧✐❜%✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❡ ❡❛%❝❤ ✐ ♣✉❜❧✐❝❧② ❢✉♥❞❡❞✳ ❆❧#❤♦✉❣❤
#❤✐  #%❛#❡❣②  ♦❧✈❡ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐#② ❞✐ ❝✉  ❡❞ ✐♥ #❤❡ ✐♥#%♦❞✉❝#✐♦♥✱
#❤❡%❡ ✐ ♥♦  ♣❡❝✐✜❝ ♠❛%❦❡# ❛♥❞ #❤✉ ♥♦  ♣❡❝✐✜❝ ♣%✐❝❡ ❢♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱
❝❤❛%❛❝#❡%✐③✐♥❣ ❛♥ ❡5✉✐❧✐❜%✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ #❤❡%❡ ✐ ❛  ♣❡❝✐✜❝ ♠❛%❦❡# ❛♥❞ ❛  ♣❡❝✐✜❝
♣%✐❝❡ ❢♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❡ ❡❛%❝❤ ✐ ♣%✐✈❛#❡❧② ❢✉♥❞❡❞ ❛ ✇❡❧❧ ❛ ❛♥ ✇❡%✐♥❣
#♦ ❛ 5✉❡ #✐♦♥ %❛✐ ❡❞ ❜② #❤❡ ❛✉#❤♦% ❛%❡ ❛♥♦#❤❡% ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤✐ ♣❛♣❡%✳
❚❤❡ ❘✫❉✲#❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ✜%♠ qj ✐ ❣✐✈❡♥ ❜②
•
Aprodqjt = δL
A
qjt
Ausedqjt , ✭✷✮
✇❤❡%❡ δ > 0 ❛♥❞ LAqjt ✐ #❤❡ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ❧❛❜♦% ❞❡✈♦#❡❞ #♦ %❡ ❡❛%❝❤ ✐♥ ✜%♠ qj✳
■# ✐ ♣♦  ✐❜❧❡ #♦ ❛%❣✉❡ #❤❛# #❤❡%❡ ✐ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐♠✐♥✐ ❤✐♥❣ %❡#✉%♥ ✐♥ ❘✫❉
❜❡❝❛✉ ❡ #❤❡ %❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ♦✈❡%❧❛♣ ✐♥ %❡ ❡❛%❝❤ %❡❞✉❝❡ #❤❡ #♦#❛❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢
♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣%♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ %❡ ❡❛%❝❤❡% ✭ ❡❡ ❡✳❣✳ ❏♦♥❡ ✶✾✾✺✮✳ ❙✐♠✐❧❛%❧②✱ ✐#
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥#❡%❡ #✐♥❣ #♦ ✐♥✈❡ #✐❣❛#❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝%❡❛#✐✈❡ ❞❡ #%✉❝#✐♦♥ ❡✛❡❝# 
❧✐❦❡ ❏♦♥❡ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ✭✷✵✵✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ #♦ ❛✈♦✐❞ #❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣%♦❜❧❡♠ 
♦❢  ❝❛❧❡ ❡✛❡❝# %❡ ✉❧#✐♥❣ ❢%♦♠ #❤❡  ♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❘✫❉ #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✷✮✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥#%♦❞✉❝❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐#❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛#✐♦♥ ✭ ❡❡
❡✳❣✳ ❆%♥♦❧❞ ✶✾✾✽✮ ♦%  ♣❡❝✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ #❤❡  ♣✐%✐# ♦❢ ❍♦✇✐## ✭✶✾✾✾✮ ✇✐#❤ ❜♦#❤
✈❡%#✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦%✐③♦♥#❛❧ ❞✐✛❡%❡♥#✐❛#✐♦♥✳ ❆  ❤♦✇♥ ❜② ●%✐♠❛✉❞ ❛♥❞ ❘♦✉❣❡ ✭✷✵✵✹✱
✷✵✵✽✮✱ ●%✐♠❛✉❞ ❛♥❞ ❚♦✉%♥❡♠❛✐♥❡ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼✮ ✇❤♦ ❛❝❝♦✉♥# ❢♦% ✈❛%✐♦✉ ♦❢ #❤❡
❛❜♦✈❡ ❢❡❛#✉%❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦ ❡ #♦ ♦✉% ✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛#❡ ❜✉# ♥♦# ❛❧#❡%
#❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥ ✐❣❤# ♦❢ #❤❡ ♣❛♣❡%✳ ■♥ #❤❛#  ❡♥ ❡✱ #❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣%❡ ❡♥#❡❞ ❤❡%❡ ❛♥❞
♠♦%❡  ♣❡❝✐✜❝❛❧❧② #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✷✮ ♠✉ # ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛ #❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢  ✐♠♣❧✐❝✐#②
♦✈❡% ❝♦♠♣❧❡①✐#②✳ ❚❤✐ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉ #♦ ❢♦❝✉ ♦♥ #❤❡ ❦❡② ❢❡❛#✉%❡ ♦❢ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠
#❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✹ ✭✐✳❡✳ ❢✉♥❞✐♥❣ %❡ ❡❛%❝❤ ♣%✐✈❛#❡❧② ✇❤❡♥ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛%❡ ❞✐%❡❝#❧② ♣%♦#❡❝#❡❞ ❜② ♣❛#❡♥# ✮ ❛♥❞ #♦ ♦❜#❛✐♥  ✐♠♣❧❡ ❝❧♦ ❡❞ ❢♦%♠  ♦❧✉#✐♦♥ ✳
❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐ ♣♦♣✉❧❛#❡❞ ❜② L ✐❞❡♥#✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ #❤❡♠ ✐ 
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐#❤ ♦♥❡ ✉♥✐# ♦❢ ❧❛❜♦% #❤❛#  ❤❡  ✉♣♣❧✐❡ ✐♥❡❧❛ #✐❝❛❧❧②✳ Y%❡❢❡%❡♥❝❡ ♦❢
#❤❡ %❡♣%❡ ❡♥#❛#✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
U =
∫
∞
0
[∑N
j=1 (cjt)
ε
](1−θ)/ε
− 1
1− θ
e−ρtdt, ✭✸✮
✶✵
❋♦" ❝♦♠♣❛"✐(♦♥✱ +❤❡ ❡.✉✐✈❛❧❡♥+ +❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ✭✶✮ ✉(❡❞ ✐♥ (+❛♥❞❛"❞ ❣"♦✇+❤ ♠♦❞❡❧( ✇♦✉❧❞
❜❡ Xqjt = γ
(
LXqjt
)α ∫ Ausedqjt
0
[
zqjt(h)
]1−α
dh,✇❤❡"❡ 0 < α < 1 ❛♥❞ zqjt(h) ✇♦✉❧❞ ❜❡ +❤❡ .✉❛♥✲
+✐+② ♦❢ ✐♥+❡"♠❡❞✐❛+❡ ❣♦♦❞ h ✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞( +❤❡ (♣❡❝✐✜❝ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ h, h ∈ [0, Ausedqjt ]✳
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✇❤❡#❡ 0 < ε < 1, cjt ✐! "❤❡ ❝♦♥!✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞ j✱ ρ > 0 ✐! "❤❡
.❛"❡ ♦❢ "✐♠❡ ♣.❡❢❡.❡♥❝❡ ❛♥❞ θ ✐! "❤❡ ✐♥✈❡.!❡ ♦❢ "❤❡ ❡❧❛!"✐❝✐"② ♦❢ !✉❜!"✐"✉"✐♦♥ ✇✐"❤
θ > 0 ❛♥❞ θ 6= 1✳
❙✐♥❝❡ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞! ❛.❡ ✉!❡❞ ❢♦. ❝♦♥!✉♠♣"✐♦♥ ♦♥❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
Lcjt = Xjt, ∀j = 1, ..., N. ✭✹✮
❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ❧❛❜♦. ❝♦♥!".❛✐♥" ✇.✐"❡!
L = LXt + L
A
t , ✭✺✮
✇❤❡.❡ LXt =
∑N
j=1
∑Qjt
qj=1
LXqjt ❛♥❞ L
A
t =
∑N
j=1
∑Qjt
qj=1
LAqjt ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❛❣❣.❡❣❛"❡
>✉❛♥"✐"✐❡! ♦❢ ❧❛❜♦. ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞! ❛♥❞
.❡!❡❛.❝❤✱ .❡!♣❡❝"✐✈❡❧②✳
✹ ❉②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡*❛❧ ❡,✉✐❧✐❜*✐✉♠
✹✳✶ ❇❛%✐❝ ❛%%✉♠♣+✐♦♥% ❛♥❞ ♠❛/❦❡+ ❢♦/ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❚❤❡ ♣✉.♣♦!❡ ♦❢ "❤✐! ❙❡❝"✐♦♥ ✐! "♦ ❝❤❛.❛❝"❡.✐③❡ ❛♥ ❡>✉✐❧✐❜.✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡❝❡!
♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛.❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛.❦❡"✳ ❚❤✐! ✐❞❡❛ ✐! ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐"❤ "❤❡ ✐♥!"✐✲
"✉"✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❛"❡♥" ♣♦❧✐❝② ❞❡!❝.✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳ ❆! ✇❡ ❛.❣✉❡❞ ❡❛.❧✐❡.✱
✐❞❡❛! ♠❛② ♥❡✈❡. ❜❡❝♦♠❡ ♣❛"❡♥"❛❜❧❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧" ❜✉"✱ ✐♥ !❡✈❡.❛❧ ❝❛!❡!✱ ❛❜!".❛❝"
✐❞❡❛! "❤❛" ❛.❡ ❞✐.❡❝"❧② ✉!❡❞ ❛.❡ ❛❧.❡❛❞② ♣❛"❡♥"❡❞ ✭❜✉!✐♥❡!! ♠♦❞❡❧!✮✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ♦"❤✲
❡.!✱ "❤❡.❡ ✐! ♥♦ ✐♥"❡.♠❡❞✐❛"❡ !❡❝"♦. ♦❢ ♣.✐✈❛"❡ ❣♦♦❞! ✇✐"❤ ❛ !✐❣♥✐✜❝❛♥" ♠❛.❣✐♥❛❧
❝♦!" ♦❢ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥ ✭!♦❢"✇❛.❡✮✳ ❙✐♠✐❧❛.❧②✱ ❙❝♦"❝❤♠❡. ✭✷✵✵✺✱ ❝❤❛♣"❡. ✺✮ ❛.❣✉❡!
"❤❛" ♠❛♥② ♣✐❡❝❡! ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛.❡ ❧✐❝❡♥!❡❞ ♦. !♦❧❞ ♦♥ ♠❛.❦❡"! ♥♦✇❛❞❛②!✳ ❙❤❡
❝❤❛.❛❝"❡.✐③❡! ❡>✉✐❧✐❜.✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡❝❡! ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛.❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛.✲
❦❡"✱ ❛❧"❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛ !"❛"✐❝ ❝♦♥"❡①"✳ ❲❡ "❤❡.❡❢♦.❡ ❝❤♦♦!❡ "♦ !"❛"❡ "❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ❛!
✐❢ "❤❡ ✐❞❡❛ ✐"!❡❧❢ ✇❡.❡ ♣❛"❡♥"❡❞ ❞✐.❡❝"❧②✳
❆! ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥".♦❞✉❝"✐♦♥✱ "❛❝❦❧✐♥❣ "❤✐! ✐!!✉❡ .❛✐!❡! "✇♦ ❦✐♥❞! ♦❢
♣.♦❜❧❡♠!✳ ❋✐.!"✱ ✐❢ ✇❡ ❛!!✉♠❡ ♣❡.❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ♠❛.❦❡"! ♦❢ ❝♦♥✲
!✉♠♣"✐♦♥ ❣♦♦❞!✱ ❛ ❣❡♥❡.❛❧ ❝♦♠♣❡"✐"✐✈❡ ❡>✉✐❧✐❜.✐✉♠ ❞♦❡! ♥♦" ❡①✐!" ❞✉❡ "♦ "❤❡
♣.♦♣❡."② ♦❢ ❝♦♥!"❛♥" .❡"✉.♥! "♦ !❝❛❧❡ ✇✐"❤ .❡!♣❡❝" "♦ ❧❛❜♦. ✐♥ "❤❡ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞ ❣♦♦❞! ✭✶✮ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✷✮✳ ❚♦ !❡""❧❡ "❤✐! ♣.♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①✐!✲
"❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛!!✉♠❡ ✐♠♣❡.❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞ ❝♦♥!✉♠♣"✐♦♥ ❣♦♦❞!
♠❛.❦❡"!✳ ▼♦.❡ ♣.❡❝✐!❡❧②✱ ✇❡ ❛!!✉♠❡ ❈♦✉.♥♦" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ✇✐"❤ ❢.❡❡ ❡♥".② ♦♥
"❤❡ ♠❛.❦❡" ♦❢ ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ j, ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② pjt "❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥"✐❛"❡❞
❣♦♦❞ j, j = 1, ..., N ✳✶✶
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♠✉!" ❢♦.♠❛❧✐③❡ ❤♦✇ ♣✐❡❝❡! ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛.❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆! ✐!
!"❛♥❞❛.❞ ✐♥ "❤❡ ❣.♦✇"❤ ❧✐"❡.❛"✉.❡✱ ✇❡ ❛!!✉♠❡ "❤❛" ♦♥❝❡ ❛ ✜.♠ ♣.♦❞✉❝❡! ❛ ♣✐❡❝❡
♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ !❤❡ ✐! ❣.❛♥"❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐"❡❧②✲❧✐✈❡❞ ✐♥"❡❧❧❡❝"✉❛❧ ♣.♦♣❡."② .✐❣❤"✱ ❛❦✐♥
✶✶
❇❡"#"❛♥❞ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ✉.❡❞ ❤❡"❡ ❜❡❝❛✉.❡ ✐♥ ❡❛❝❤ .❡❝#♦" j #❤❡"❡ ✐. ❛ .✐♥❣❧❡
❤♦♠♦❣❡♥♦✉. ❣♦♦❞✳
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 ♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐ ❡ ♣❛ ❡♥ ✳ ❚❤❡ ✜+♠ ✇❤✐❝❤ ♦✇♥/ ❛ ♣❛ ❡♥ ♦♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✉/❡/ ✐ ❢♦+ ❤❡+ ♦✇♥ ♣+♦❞✉❝ ✐♦♥ ❛♥❞ /❡❧❧/ ❧✐❝❡♥/❡/  ♦ ♦ ❤❡+/✳ ❋♦+ /✐♠♣❧✐❝✐ ②✱
✇❡ ❛//✉♠❡  ❤❛ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛+❡ +❡♥ ❡❞  ♦  ❤❡ ✉/❡+/✱  ❤♦✉❣❤ ❛ /❡❧❧✐♥❣
♠❛+❦❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡:✉✐✈❛❧❡♥ ✐♥ ♦✉+ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳
✶✷
❆/ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦+❡✱  ❤❡ ❣♦♦❞/ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❤❡+❡ ✭✐✳❡✳  ❤❡ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✮ ❛+❡ ♥♦♥✲+✐✈❛❧✱ ❞✐✛❡+❡♥ ✐❛ ❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐/✐❜❧❡✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐ ❤  ❤❡ ❞✐✣❝✉❧ ✐❡/
❛+✐/✐♥❣ ❢+♦♠  ❤❡ ♥♦♥✲+✐✈❛❧+② ♣+♦♣❡+ ② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✈❡+✐✜❝❛ ✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉/✐♦♥
♣+♦❜❧❡♠/✮✱ ✇❡ ❛//✉♠❡  ❤❛ ✜+♠/ ✇❤✐❝❤ ❜✉② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥♥♦ ❛+❜✐ +❛ ❡✱ ✐✳❡✳
 ❤❡② ❝❛♥♥♦ +❡/❡❧❧✱ +❡✲+❡♥ ✱ ❝♦♣② ♦+ /❤❛+❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡  ♦ ♦+ ✇✐ ❤ ♦ ❤❡+
✜+♠/✳
✶✸
▼♦+❡♦✈❡+✱  ❤❡ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡♥ ❡+ ✐♥  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡/ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛/
♣❡+❢❡❝ /✉❜/ ✐ ✉ ❡/✳ ❚❤✐/ ✐♠♣❧✐❡/  ❤❛  ❤❡ +❛♥❦✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐/ ✐++❡❧❡✈❛♥ ✐♥/✐❞❡  ❤❡ /❡ [0, At]. ❈❡ ❡+✐/ ♣❛+✐❜✉/✱ ✐♥ ❡:✉✐❧✐❜+✐✉♠  ❤❡ ♠❛+❣✐♥❛❧
✇✐❧❧✐♥❣♥❡//  ♦ ♣❛② ♦❢ ❛ ❜✉②❡+ ❢♦+ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❞❡♥♦ ❡❞ vqj(A
used
qjt
), ✐/
 ❤❡ /❛♠❡ ❢♦+ ❛♥② ♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧② ✐❝❛❧ ❡①♣+❡//✐♦♥ ♦❢  ❤✐/ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐/ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❡:✉❛ ✐♦♥ ✭✶✵✮ ❜❡❧♦✇✳
❆/ ♠❡♥ ✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸✱ ❛❧❧  ❤❡ ✜+♠/ qj ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ /❡❝ ♦+ j ❛+❡ ✐❞❡♥ ✐❝❛❧✳
❋♦+ /✐♠♣❧✐❝✐ ②✱ ♥♦✇ ❧❡ ✉/ ❛//✉♠❡  ❤❛  ❤❡② ❤❛✈❡  ❤❡ /❛♠❡ /✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♥♦ 
 ♦♦ +❡/ +✐❝ ✐✈❡ ✐❢  ❤❡ ❞✐/ +✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ /✐③❡ ♦❢  ❤❡ ✜+♠/ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ /❡❝ ♦+ j ✐/
/✉✣❝✐❡♥ ❧② ❝♦♠♣+❡//❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥/❡:✉❡♥❝❡ ✐/  ❤❛ ❛❧❧  ❤❡ ✜+♠/ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
/❡❝ ♦+ j ❤❛✈❡  ❤❡ /❛♠❡ ♠❛+❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡//  ♦ ♣❛② ❢♦+ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❲❡ ❝❛♥ ✇+✐ ❡✿ vqj(A
used
qjt
) = vj(A
used
qjt
), ❢♦+ ❛❧❧ qj = 1, ...Qjt. ❖♥  ❤❡ /✉♣♣❧②
/✐❞❡✱ ✇❡ ❛//✉♠❡  ❤❛  ❤❡ /❡❧❧❡+/ ❝❛♥ ❞✐/❝+✐♠✐♥❛ ❡ ❜❡ ✇❡❡♥ ✜+♠/ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣  ♦
❞✐✛❡+❡♥ /❡❝ ♦+/✱ j, j = 1, ..., N ✳ ❚❤✐/ ✐/ ❛❧/♦ ❛ ♣❧❛✉/✐❜❧❡ ❛//✉♠♣ ✐♦♥ ❣✐✈❡♥  ❤❛ 
 ❤❡ ❣♦♦❞/ ♣+♦❞✉❝❡❞✱ Xjt, ❛+❡ ❞✐✛❡+❡♥ ✐❛ ❡❞✿ ❡❛❝❤ ♣+♦❞✉❝❡+ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ✐❞❡♥ ✐❢②
❜❡ ✇❡❡♥  ✇♦ ❜✉②❡+/ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣  ♦ ❞✐✛❡+❡♥ /❡❝ ♦+/✳ ■♥  ❤✐/ ❝❛/❡✱ ❡❛❝❤ /❡❝ ♦+
j✱ j = 1, ..., N ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡+❡❞ ❛/ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♠❛+❦❡ ❢+♦♠  ❤❡ ♣♦✐♥ 
♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢  ❤❡ /❡❧❧❡+/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✉/✱ ❛/ ❡❛❝❤ ♠❛+❦❡ ✱ j✱ ❝♦♠♣+✐/❡/ Qjt
✜+♠/✱ ✉♥❞❡+  ❤❡ ❛//✉♠♣ ✐♦♥  ❤❛ ❜♦ ❤ N ❛♥❞ Qjt ❛+❡ ❧❛+❣❡✱ ❡❛❝❤ ♠❛+❦❡ ❢♦+
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♠♣+✐/❡/ ❛ ❧❛+❣❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❜✉②❡+/ ❛♥❞ /❡❧❧❡+/✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡/❝+✐❜❡ ❤♦✇  ❤❡ ♠❛+❦❡ ❢♦+  ❤❡ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✐✳❡✳ ❢♦+ ♥♦♥✲
+✐✈❛❧✱ ❞✐✛❡+❡♥ ✐❛ ❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐/✐❜❧❡ ❣♦♦❞/✮ ✇♦+❦/✳ ❆ ❡❛❝❤ ✐♥/ ❛♥ ✱ ♦♥ ❡❛❝❤
♠❛+❦❡ j, j = 1, ..., N, ❡✈❡+② ✜+♠/ qj, qj = 1, ..., Qjt, j = 1, ..., N ✱ ❝♦♠♣❡ ❡
 ♦ /❡❧❧  ❤❡✐+ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ Aprodqjt ✭❞✐✛❡+❡♥ ✐❛ ❡❞✱ ❜✉  +❡❛ ❡❞ ❛/ ♣❡+❢❡❝ 
/✉❜/ ✐ ✉ ❡ ❣♦♦❞/✮✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ❛❧❧  ❤❡ ❜✉②❡+/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ qj✱ qj = 1, ..., Qjt, ❛+❡
❝❤❛+❛❝ ❡+✐③❡❞ ❜② ❛ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡//  ♦ ♣❛② ❢♦+ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❡:✉❛❧
 ♦  ❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡//  ♦ ♣❛② ♦❢  ❤❡ +❡♣+❡/❡♥ ❛ ✐✈❡ ✜+♠✿ vqj(A
used
qjt
) = vj(A
used
qjt
)✱ ❛/
❡✈❡+② ✜+♠ qj ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ /❡❝ ♦+ j ✐/ ✐❞❡♥ ✐❝❛❧ ✇✐ ❤  ❤❡ ♦ ❤❡+/✳ ▲❡ ✉/ ❝♦♥/✐❞❡+
❛♥② ✜+♠✱ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡ ✜+♠ q1✱ ✇❤✐❝❤ /❡❡❦/  ♦ /❡❧❧ ❤❡+ ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥
✶✷
❚❤"♦✉❣❤♦✉& &❤❡ ♣❛♣❡"✱ ✇❡ ✉,❡ &❤❡ ❣❡♥❡"✐❝ &❡"♠, ✏,❡❧❧❡",✑ ❛♥❞ ✏❜✉②❡",✑ &♦ ❞❡,❝"✐❜❡ &❤❡
❜❡❤❛✈✐♦" ♦❢ &❤❡ ♣"♦❞✉❝❡", ✭,❡❧❧❡",✮ ✇❤♦ "❡♥& ♦✉& &❤❡✐" ♣✐❡❝❡, ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ &♦ &❤❡ ✉,❡",
✭❜✉②❡",✮✳
✶✸
■♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ "❡❧❛① &❤❡ ❛,,✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ♣❡"❢❡❝& ✈❡"✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡"❢❡❝& ❡①❝❧✉,✐♦♥
❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ✐& ♠♦❞✐✜❡, &❤❡ ❡C✉✐❧✐❜"✐✉♠ ,♦❧✉&✐♦♥,✳
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♠❛"❦❡% j✱ j = 1, ...N ✳ ■❢ *❤❡ *❡%* ❛ ♣"✐❝❡✱ v1t, ✇❤✐❝❤ ✐* ❛❜♦✈❡ %❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡**
%♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ "❡♣"❡*❡♥%❛%✐✈❡ ❜✉②❡"✱ ✭v1t > vj(A
used
qjt
))✱ *❤❡ ✇✐❧❧ ♥♦% *❡❧❧ ❛♥②
♣✐❡❝❡✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐* ❦❡♣% ❢♦" ♣"✐✈❛%❡ ✉*❡ ♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ %❤❡ ✜"♠ ❝❛♥ ❣❡% ❡①%"❛
"❡✈❡♥✉❡* ✐❢ *❤❡ "❡❞✉❝❡* %❤❡ ♣"✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ♣✐❡❝❡* ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ %♦ ❜❡ ❡>✉❛❧ %♦ %❤❡
♠❛"❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ "❡♣"❡*❡♥%❛%✐✈❡ ❜✉②❡"✱ ✐✳❡✳ v1t = vj(A
used
qjt
)✳ ❆*
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐* ♥♦♥✲"✐✈❛❧✱ %❤❡"❡ ✐* ✐♥❞❡❡❞ ♥♦ ❝♦*% ❛**♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ "❡✲♣"♦❞✉❝%✐♦♥
✭❛♥❞ %❤❡♥ %❤❡ *❛❧❡✮ ♦❢ %❤❡ *❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✉*✱ v1t > vj(A
used
qjt
)
❝❛♥♥♦% ❜❡ ❛♥ ❡>✉✐❧✐❜"✐✉♠✳ ■❢✱ ♦♥ %❤❡ ♦%❤❡" ❤❛♥❞✱ %❤❡ *❡❧❧❡" *❡%* ❛ ♣"✐❝❡ ✇❤✐❝❤
✐* *%"✐❝%❧② ❧♦✇❡" %❤❛♥ %❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ ❜✉②❡" ✭v1t < vj(A
used
qjt
)), *❤❡
✇✐❧❧ *❡❧❧ ❛❧❧ ❤❡" ♣"♦❞✉❝%✐♦♥✱ Aprodq1t . ❍♦✇❡✈❡"✱ %❤❡ *❡❧❧❡" ✐* ❝♦♥*%"❛✐♥❡❞ %♦ *❡❧❧ ❛%
♠♦*% Aprodq1t ✉♥✐%*✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ %❤❡ ❜✉②❡"* ❜✉② %❤❡ ♣✐❡❝❡* ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛* ❧♦♥❣
❛* %❤❡ ♣"✐❝❡ ❞♦❡* ♥♦% ❡①❝❡❡❞ %❤❡✐" ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛②. ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ %❤❡ ✜"♠ ❝❛♥
✐♠♣"♦✈❡ ♦♥ ❤❡" ♦✉%❝♦♠❡ ❜② "✐*✐♥❣ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♦❢ ❤❡" ♣✐❡❝❡* ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐*
✐♠♣❧✐❡* %❤❛% v1t < vj(A
used
qjt
) ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❛♥ ❡>✉✐❧✐❜"✐✉♠✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❡>✉✐❧✐❜"✐✉♠ ✐* %❤❡♥ %❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ *❡❧❧❡" ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ *❡%*
❛ ♣"✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐* ❡①❛❝%❧② ❡>✉❛❧ %♦ %❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ "❡♣"❡*❡♥%❛%✐✈❡
❜✉②❡" ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛"❦❡% j, j = 1, ...N ✳ ❘❡✲✐%❡"✐♥❣ %❤✐* ❧✐♥❡ ♦❢ "❡❛*♦♥✐♥❣ %♦ ❛❧❧ %❤❡
✜"♠*✱ ♦♥ ❡✈❡"② ♠❛"❦❡%* j✱ j = 1, ..., N ✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% ❛% ❡❛❝❤ ✐♥*%❛♥% ❡✈❡"②
✜"♠* *❡❧❧ %❤❡✐" %♦%❛❧ *%♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ Aprodqjt ✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❛* ♠❡♥%✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱
♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛"❦❡% j✱ j = 1..., N ✱ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐* ❞❡%❡"♠✐♥❡❞
❜② %❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ "❡♣"❡*❡♥%❛%✐✈❡ ❜✉②❡"* ✭✐✳❡✳ ✜"♠* ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
%♦ ❞✐✛❡"❡♥% *❡❝%♦"* ♣❛② ❞✐✛❡"❡♥% ♣"✐❝❡*✮✳ ❖❜*❡"✈❡ %❤❛%✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦%
❞❡*❝"✐❜❡ ❛ ♣❡"❢❡❝%❧② ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ ♠❛"❦❡% ❢♦" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ %❤❡ ✉*✉❛❧ *❡♥*❡✱ %❤❡
❡>✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❞❡*❝"✐❜❡❞ ❤❡"❡ ❢♦" ❡❛❝❤ ♠❛"❦❡% ❢♦" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ j✱ j = 1, ...N, ✇♦"❦*
❛* ✏❛ *%❛♥❞❛"❞ ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ ♠❛"❦❡%✑ ❢♦" ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉* ❣♦♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛* ❛❧❧
%❤❡ ♣"♦❞✉❝❡"* ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ *❡❧❧ %❤❡✐" ❡♥%✐"❡ ♣"♦❞✉❝%✐♦♥ ❛% ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥%✱ %❤❡
%♦%❛❧ *✉♣♣❧② ✐* At✱ ✐✳❡✳ ❛% ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥% %❤❡ %♦%❛❧ *✉♣♣❧② ✐* ✐♥❡❧❛*%✐❝✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱
❛* %❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ "❡♣"❡*❡♥%❛%✐✈❡ ✜"♠ qj ✐♥ *❡❝%♦" j ✐* vj(A
used
qjt
)✱
%❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② v−1j (vjt)✳ ❇② ❡>✉❛❧✐③✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ *✉♣♣❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡ v−1j (vjt) = At, %❤❛% ②✐❡❧❞* vjt = vj(At) ❢♦" ❛❧❧ qj. ❚❤✐* ✐* %❤❡ "❡❛*♦♥
✇❤②✱ ✐♥ %❤✐* ❝❛*❡✱ %❤❡"❡ ✐* ♥♦ ♣"♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❢♦"♠❛%✐♦♥✿ ♦♥ ❡❛❝❤ *✉❜✲♠❛"❦❡%✱ %❤❡
✇✐❧❧✐♥❣♥❡** %♦ ♣❛② ♦❢ %❤❡ ❜✉②❡"* %♦ ✉*❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐* "❡✈❡❛❧❡❞ ❜② %❤❡
♠❛"❦❡% ♠❡❝❤❛♥✐*♠✳
✶✹
❚♦ ❝♦♠♣❧❡%❡ %❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ %❤❡ ♠❛"❦❡% ❢♦" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❧❡% ✉* ♠❡♥%✐♦♥ %❤❛%
✇❡ ♠✉*% ❞✐*%✐♥❣✉✐*❤ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♣❛✐❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜"♠ ❢♦" ♦♥❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❛♥❞ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♣❡"❝❡✐✈❡❞ ❢♦" %❤✐* ♣✐❡❝❡ ❜② %❤❡ *❡❧❧❡"✳ ❆* ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐* ♥♦♥✲
"✐✈❛❧✱ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♣❡"❝❡✐✈❡❞ ✐* ❡>✉❛❧ %♦ %❤❡ *✉♠ ♦❢ %❤❡ ♣"✐❝❡* ♣❛✐❞ ❜② ❛❧❧ ❜✉②❡"*✳
❉❡♥♦%✐♥❣ ❜② vt %❤❡ %♦%❛❧ ♣❛②♠❡♥% ♣❡"❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ ✜"♠ ❢♦" %❤❡ "❡♥%✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡
✶✹
❚❤❡ ♥♦%✐♦♥ %❤❛% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝/❡❛%❡❞ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ ♣❡/❢❡❝%❧② ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡
♠❛/❦❡%6 ❤❛6 ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ /❡❝❡♥% ②❡❛/6 ❜② ❛✉%❤♦/6 6✉❝❤ ❛6 ❇♦❧❞/✐♥ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡ ✭✷✵✵✺❛✱
❜✮✳ ■♥ ❝♦♥%/❛6% ✇✐%❤ %❤❡ ♣/❡6❡♥% ❛/%✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛%%❡♠♣%6 %♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦/ %❤❡ /❡❝❡♥% ❡✈♦❧✉%✐♦♥
✐♥ ✐♥%❡❧❧❡❝%✉❛❧ ♣/♦♣❡/%② /✐❣❤%6✱ %❤❡6❡ ❛✉%❤♦/6 ❛/❣✉❡ %❤❛% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞♦❡6 ♥♦% ♥❡❡❞ ♣/♦%❡❝%✐♦♥
❜② ✐♥%❡❧❧❡❝%✉❛❧ ♣/♦♣❡/%② /✐❣❤%6✳
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♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ vt =
∑N
j=1
∑Qjt
qj=1
vqjt. ❙✐♥❝❡ vt ✐0 ❛ 1❡♥2❛❧ ♣1✐❝❡✱ 2❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ Vt, ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② Vt =
∞
t vse
−
s
t rududs✱ ✇❤❡1❡ ru ✐0
2❤❡ ✐♥2❡1❡02 1❛2❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❡1❢❡❝2❧② ❝♦♠♣❡2✐2✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛1❦❡2✳
▲❡2 ✉0 ♥♦2❡ 2❤❛2 ❛❧2❤♦✉❣❤ ✜1♠0 ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ 2♦ 2❤❡ 0❛♠❡ 0❡❝2♦1 ♣❛② 2❤❡
0❛♠❡ ♣1✐❝❡ ❢♦1 ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✜1♠0 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ ❞✐✛❡1❡♥2 0❡❝2♦10 ❣❡♥❡1✲
❛❧❧② ♣❛② ❞✐✛❡1❡♥2 1❡♥2❛❧ ♣1✐❝❡0✱ vjt✱ ❢♦1 2❤✐0 ♣✐❡❝❡✳ ❚❤✐0 ✐0 ❛ 02❛♥❞❛1❞ ♣1❛❝2✐❝❡
✐♥ 2❤❡ ❜✐♦2❡❝❤♥♦❧♦❣② 0❡❝2♦1✱ ♣❤❛1♠❛❝❡✉2✐❝❛❧ ♦1 0♦❢2✇❛1❡ ✐♥❞✉021✐❡0✳ ❍♦✇❡✈❡1✱
2❤❡ 2♦2❛❧ ♣1✐❝❡ ♣❡1❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ 0❡❧❧❡1✱ vt, ✐0 2❤❡ 0❛♠❡ ❢♦1 ❛♥② ♣✐❡❝❡ ❜❡❝❛✉0❡ 2❤❡
❛❣❣1❡❣❛2❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ♣1♦❞✉❝2✐✈✐2✐❡0 ♦❢ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡♠ ❛1❡ 2❤❡ 0❛♠❡✳ ▲❛02❧②✱ ❧❡2
✉0 ♠❡♥2✐♦♥ 2❤❛2 2♦ ❝❛♣2✉1❡ 2❤❡ ✐❞❡❛ 2❤❛2 ❞✐✛❡1❡♥2 ✜1♠0 ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ 0❡❝2♦1✱ j✱ ♣❛②
❞✐✛❡1❡♥2 ♣1✐❝❡0 ❢♦1 ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦♥0✐❞❡1❡❞ ❛♥♦2❤❡1
2②♣❡ ♦❢ ❡?✉✐❧✐❜1✐✉♠✳ ❋♦1 ✐♥02❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛00✉♠❡❞ 2❤❛2 ❡❛❝❤ 0❡❝2♦1 j✱
❝♦♠♣1✐0❡0 qj 0✉❜✲0❡❝2♦10✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡♠ ❝♦♠♣1✐0✐♥❣ 0❡✈❡1❛❧ ✜1♠0✳ ❖❢ ❝♦✉10❡✱
0✉❝❤ ❛♥❛❧②0✐0 ✐0 ✈❡1② ❝❧♦0❡ 2♦ 2❤❡ ♦♥❡ ❞❡0❝1✐❜❡❞ ❤❡1❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ 2❤❡ 0❛♠❡
1❡0✉❧20✳ ❆♥♦2❤❡1 021❛2❡❣② ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2♦ ❢♦❧❧♦✇ 2❤❡ ❡?✉✐❧✐❜1✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣2 ❞❡0❝1✐❜❡❞
❜② ❙❝❤❛♥❦❡1♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝♦2❝❤♠❡1 ✭✷✵✵✶✮✱ ❧❛2❡1 ❡①2❡♥❞❡❞ 2♦ ❞②♥❛♠✐❝ ❢1❛♠❡✇♦1❦0
❜② ●1✐♠❛✉❞ ❛♥❞ ❚♦✉1♥❡♠❛✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡1❡❜② 2❤❡ 0❡❧❧❡10 ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥
✐❞❡♥2✐❢② 2❤❡ ❜✉②❡10 ❛♥❞ ♥❡❣♦2✐❛2❡ 2❤❡ ♣1✐❝❡0 ♦❢ 2❤❡ ❧✐❝❡♥0❡0 ❢♦1 2❤❡ ♣✐❡❝❡0 ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆0 ❜❡❢♦1❡✱ 0✉❝❤ ❛♥❛❧②0✐0 ✇♦✉❧❞ ♥♦2 ❛✛❡❝2 ♦✉1 1❡0✉❧20 ♥❡✐2❤❡1✳ ■♥✲
2✉✐2✐✈❡❧②✱ 2❤✐0 ✐0 ❜❡❝❛✉0❡ ✇✐2❤ ♣❡1❢❡❝2 ✐♥❢♦1♠❛2✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡1❢❡❝2 ❡①❝❧✉0✐♦♥✱ 2❤❡
0❡❧❧❡10 ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛1❡ ❛❜❧❡ 2♦ ❡①21❛❝2 2❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡00 2♦ ♣❛② ♦❢ ❡❛❝❤
❜✉②❡1✳
❲❡ ♥♦✇ ❝❛♥ 1❡❝❛♣✐2✉❧❛2❡ 2❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛2✉1❡0 1❡❣❛1❞✐♥❣ ❤♦✇ 2❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♠❛1❦❡2 ✇♦1❦0 ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶ ✿ ■♥ ❡$✉✐❧✐❜)✐✉♠✱ ✉♥❞❡) -❤❡ ❛00✉♠♣-✐♦♥ -❤❛- ❛❧❧ -❤❡ ✜)♠0 ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ 0❡❝-♦) j ❛)❡ ✐❞❡♥-✐❝❛❧✱ -❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐0♠0 ♦❢ -❤❡ ♠❛)❦❡- ❢♦) ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ②✐❡❧❞
-❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉-❝♦♠❡✿
❛✮ ❡❛❝❤ ✜)♠ qj ✉0❡0 -❤❡ ✇❤♦❧❡ 0-♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿ A
used
qjt
= At;
❜✮ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛)❦❡- j✱ -❤❡ )❡♥-❛❧ ♣)✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛- ❛♥② ♠♦♠❡♥-
t ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② -❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡00 -♦ ♣❛② ♦❢ ❛ )❡♣)❡0❡♥-❛-✐✈❡ ✜)♠ qj✿ vjt =
vj(At) = vqj(At), qj = 1, ..., Qjt❀
❝✮ -❤❡ ♣)✐❝❡ ♣❡)❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ ✜)♠ ❢♦) -❤❡ )❡♥-✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛- ❛♥②
♠♦♠❡♥- t ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② vt =
∑N
j=1
∑Qjt
qj=1
vqjt;
❞✮ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② Vt =
∞
t vse
−
s
t rududs.
❇❡❢♦1❡ 2✉1♥✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ❢♦1♠❛❧ ❝❤❛1❛❝2❡1✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❡?✉✐❧✐❜1✐✉♠✱ ❧❡2 ✉0 ♠❡♥✲
2✐♦♥ 2❤❛2 ✇❡ ❛00✉♠❡ ♣❡1❢❡❝2 ❝♦♠♣❡2✐2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ ❧❛❜♦1 ♠❛1❦❡2 ❛♥❞ ✇❡ ♥♦1♠❛❧✐③❡
2❤❡ ♣1✐❝❡ ♦❢ ❧❛❜♦1 2♦ ♦♥❡✿ wt = 1. ▼♦1❡♦✈❡1✱ ❢♦1 ♠♦1❡ ❝❧❛1✐2②✱ ✇❡ 0❤❛❧❧ ✜♥❞ ✐2
❝♦♥✈❡♥✐❡♥2 2♦ ❣✐✈❡ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❡?✉✐❧✐❜1✐✉♠ ✇✐2❤ ❈♦✉1♥♦2
❝♦♠♣❡2✐2✐♦♥ ❛♥❞ ❢1❡❡ ❡♥21② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡❝❡0 ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛1❡ ❞✐1❡❝2❧② ♣❛2❡♥2❡❞✿
❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✶ ✿ ❆♥ ❡$✉✐❧✐❜)✐✉♠ ✐0 ❛ 0❡- ♦❢ ♣)♦✜❧❡0 ♦❢ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✜)♠0 ✭{Qjt}✱
j = 1, ..., N✮✱ ♦❢ $✉❛♥-✐-✐❡0 ♦❢ ❣♦♦❞0 ✭{cjt}✱ j = 1, ..., N, {Xqjt}✱ {L
X
qjt
}✱ {LAqjt}✱
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{Aprodqjt }✱ {A
used
qjt
}, qj = 1, ..., Qjt✱ j = 1, ..., N✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ♣(✐❝❡, ✭{pjt}✱ j =
1, ..., N ✱ {vjt}, j = 1, ..., N, {vt}✱ {Vt}, {rt}✮ ,✉❝❤ 0❤❛0✿
✲ 0❤❡ ❧❛❜♦( ♠❛(❦❡0 ❛♥❞ 0❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛(❦❡0 ❛(❡ ♣❡(❢❡❝0❧② ❝♦♠♣❡0✐0✐✈❡❀
✲ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡(❡♥0✐❛0❡❞ ❣♦♦❞ ♠❛(❦❡0✱ 0❤❡(❡ ✐, ❈♦✉(♥♦0 ❝♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ✇✐0❤ ❢(❡❡
❡♥0(②❀
✲ 0❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛(❦❡0 ❝♦♠♣(✐,❡, N ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ,✉❜✲♠❛(❦❡0,
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜(♠, ❝❛♥♥♦0 ❛(❜✐0(❛0❡ ✭❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇♦(❦ ❛, ✏♣❡(❢❡❝0❧② ❝♦♠♣❡0✐0✐✈❡ ♦♥❡,✑✮❀
✲ 0❤❡ (❡♣(❡,❡♥0❛0✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡, ❤❡( ✉0✐❧✐0② ❛♥❞ ✜(♠, ♠❛①✐♠✐③❡ 0❤❡✐(
♣(♦✜0,✳
✹✳✷ ❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❡/✉✐❧✐❜&✐✉♠
❚❤❡ #❡♣#❡%❡♥'❛'✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡% ✭✸✮ %✉❜❥❡❝' '♦ '❤❡ ❜✉❞❣❡' ❝♦♥%'#❛✐♥'
•
bt = rtbt + wt −
∑N
j=1 pjtcjt, ✇❤❡#❡ bt ≡ AtVt/L ✐% '❤❡ ♣❡#✲❝❛♣✐'❛ %'♦❝❦ ♦❢
✇❡❛❧'❤ ✭#❡❝❛❧❧ '❤❛' wt ✐% ❡=✉❛❧ '♦ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡ %♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤✐% ♣#♦❣#❛♠ ✐%
%'❛♥❞❛#❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬% ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❢♦# ❡❛❝❤ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞ j
✐% cjt = Et (pjt)
1/(ε−1) , ✇❤❡#❡ Et =
∑N
k=1 pktckt/
∑N
k=1 (pkt)
ε/(ε−1) . ❯%✐♥❣ ✭✹✮✱
✇❡ ❣❡' '❤❡ ✐♥✈❡#%❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❢♦# ❞✐✛❡#❡♥'✐❛'❡❞ ❣♦♦❞ j✿
pjt = (LEt)
1−ε

 Qjt∑
qj=1
Xqjt


ε−1
. ✭✻✮
❚❤❡ ❑❡②♥❡%✲❘❛♠%❡② #✉❧❡ ✐%✿
rt = (1− ε)gcjt + [1−
(1− θ)
ε
]gΩt + ρ+ gpjt , ✭✼✮
✇❤❡#❡ gΩt ✐% '❤❡ ❣#♦✇'❤ #❛'❡ ♦❢
∑N
j=1 (cjt)
ε .
❋✐#♠% ❤❛✈❡ '✇♦ ❛❝'✐✈✐'✐❡%✿ ✶✮ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣#♦❞✉❝❡% ❛♥❞ %❡❧❧% ❛ ❞✐✛❡#❡♥'✐❛'❡❞
❣♦♦❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❡#❢❡❝' ♠❛#❦❡' ✭❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ D ❧❛ ❈♦✉(♥♦0✮❀ ✷✮ %✐♠✉❧'❛♥❡♦✉%❧②✱
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣#♦❞✉❝❡% ❛♥❞ #❡♥'% ♥❡✇ ♣✐❡❝❡% ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❊❛❝❤ ✜#♠ qj ♠❛①✐♠✐③❡%
'❤❡ %✉♠ ♦❢ '❤❡ ♣#❡%❡♥' ✈❛❧✉❡% ♦❢ ❡①♣❡❝'❡❞ ♣#♦✜'%
piqj0 =
∞
0 [pjtXqjt − L
X
qjt
+ vtA
prod
qjt − L
A
qjt
− vqjtA
used
qjt
]e−
t
0
rududt,
%✉❜❥❡❝' '♦ Xqjt = γ
(
Ausedqjt
)ν
LXqjt ✭%❡❡ ❡=✉❛'✐♦♥ ✭✶✮✮✱
•
Aprodqjt = δL
A
qjt
Ausedqjt ✭%❡❡
❡=✉❛'✐♦♥ ✭✷✮✮ ❛♥❞ '❤❡ ✐♥✈❡#%❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥ pjt = (LEt)
1−ε (
∑Qjt
qj=1
Xqjt)
ε−1
✭%❡❡ ❡=✉❛'✐♦♥ ✭✻✮✮✳ ❆❢'❡# %✉❜%'✐'✉'✐♦♥✱ '❤❡ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ♦❢ '❤✐% ♣#♦❜❧❡♠ ✐%
Ht =

Xqjt

(LEt)1−ε ( Qjt∑
qj=1
Xqjt)
ε−1 −
(
Ausedqjt
)
−ν
/γ

+ vtAprodqjt − LAqjt − vqjtAusedqjt

 e−t0rudu
+ξtδL
A
qjt
Ausedqjt ,
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✇❤❡#❡ ξt ✐% &❤❡ ❝♦✲%&❛&❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❛%%♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ ✭✷✮✳ ■♥ &❤✐% ♣#♦❜❧❡♠✱ &❤❡
❝❤♦✐❝❡ ✈❛#✐❛❜❧❡% ❛#❡ Xqjt ✭♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥&✐❛&❡❞ ❣♦♦❞✮✱ L
A
qjt
✭<✉❛♥&✐&② ♦❢
❧❛❜♦# ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ #❡%❡❛#❝❤✮, Ausedqjt ✭<✉❛♥&✐&② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ &♦ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥ &❤❡
♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♣#♦❝❡%%❡%✮ ❛♥❞ Aprodqjt ✭&❤❡ <✉❛♥&✐&② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ &♦ ❜❡ ♣#♦❞✉❝❡❞✮✳
❚❤❡ ✜#%& ♦#❞❡# ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ❛#❡ ∂Ht/∂Xqjt = 0, ∂Ht/∂L
A
qjt
= 0, ∂Ht/∂A
used
qjt
= 0,
∂Ht/∂A
prod
qjt = −
•
ξt, ❛♥❞ &❤❡ &#❛♥%✈❡#%❛❧✐&② ❝♦♥❞✐&✐♦♥ %&❛&✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛
✜#♠✬% qj %&♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐% ③❡#♦ ❛& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦#✐③♦♥ ✐% ❣✐✈❡♥
❜②✿ lim
t→∞
ξtA
prod
qjt = 0.
❆❢&❡# ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥% ❞❡%❝#✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✶✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥✿
Xjt = LEt
{
γ
(
Ausedqjt
)ν [
1 + (ε− 1)
Xqjt
Xjt
]}1/(1−ε)
, ✭✽✮
VtδA
used
qjt
= 1, ✭✾✮
vqjt =
(νLXqjt + L
A
qjt
)
Ausedqjt
. ✭✶✵✮
❊<✉❛&✐♦♥ ✭✽✮ ✐♠♣❧✐❝✐&❧② ②✐❡❧❞% &❤❡ ❜❡%& #❡%♣♦♥%❡ ♦❢ ✜#♠ qj, Xqjt, &♦ &❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥&✐❛&❡❞ ❣♦♦❞ j ♦❢ &❤❡ ♦&❤❡#%✳ ❊<✉❛&✐♦♥ ✭✾✮ %&❛&❡% &❤❛&
&❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ Vt, ✐% ❡<✉❛❧ &♦ &❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧ ❝♦%&✳ ■♥❞❡❡❞✱
❢#♦♠ ✭✷✮ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ LAqjt/
•
Aprodqjt = 1/δA
used
qjt
✇❤✐❝❤ ✐% &❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧ ❝♦%& %✐♥❝❡ &❤❡
✇❛❣❡ ✐% ♥♦#♠❛❧✐③❡❞ &♦ ♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡<✉❛&✐♦♥ ✭✶✵✮ ❣✐✈❡% &❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%% &♦ ♣❛②✱
vqj(A
used
qjt
)✱ &❤❛& ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✶ &♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ &❤❡ ♠❛#❦❡& ❢♦#
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇♦#❦%✳ ■& ✐% ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ &✇♦ ♣❛#&%✳ ❚❤❡ ✜#%& ♦♥❡✱ νLXqjt/A
used
qjt
, ❝❛♥
❜❡ ✐♥&❡#♣#❡&❡❞ ❛% &❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%% &♦ ♣❛② ❛& ❞❛&❡ t &♦ ✉%❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛& t ❢♦# &❤❡ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞✐✛❡#❡♥&✐❛&❡❞ ❣♦♦❞❀ &❤❡ %❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ LAqjt/A
used
qjt
,
✐% &❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%% &♦ ♣❛② &♦ ✉%❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛& ❞❛&❡ t ✐♥ ♦#❞❡# &♦ ♠❛❦❡
#❡%❡❛#❝❤ ❛& t✳ ❲❡ &❤✉% ❤❛✈❡ ❤❡#❡ ❛♥ ❛♥❛❧②&✐❝❛❧ #❡♣#❡%❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❣♦♦❞ ✭♥♦♥✲#✐✈❛❧✮ ♥❛&✉#❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥%✐❞❡ &❤❡ ✜#♠✿ ❡❛❝❤ ✉♥✐& ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐%
✉%❡❞ &✇✐❝❡ ❜② ❡❛❝❤ ✜#♠✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤✐% ❡①♣#❡%%✐♦♥ ❤❛% ❛♥♦&❤❡# ✐♥&❡#♣#❡&❛&✐♦♥✳
❚❤❛& ✐%✱ ✐♥♥♦✈❛&♦#% ❛#❡ ❞✐#❡❝&❧② #❡✇❛#❞❡❞ ❜② ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❣❡♥& ✉%✐♥❣ &❤❡✐#
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿ ❤❡#❡✱ ♣#♦❞✉❝❡#% ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥&✐❛&❡❞ ❣♦♦❞% ❛♥❞ #❡%❡❛#❝❤❡#%✳ ❚❤✐% ❦✐♥❞
♦❢ ✐♥&❡#♣#❡&❛&✐♦♥ ❞✐✛❡#% ❢#♦♠ &❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ &❤❡ %&❛♥❞❛#❞ ❘✫❉✲❜❛%❡❞
❧✐&❡#❛&✉#❡ ✇❤❡#❡ #❡%❡❛#❝❤❡#% ❤❛✈❡ ❛ ❢#❡❡ ❛❝❝❡%% &♦ &❤❡ %&♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ✐♥ ♠♦#❡ ❞❡&❛✐❧% ♦♥ &❤✐% ✐♠♣♦#&❛♥& ♣♦✐♥& ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✸ ✇❤❡#❡
✐& ✐% ♠♦#❡ ❛♣♣#♦♣#✐❛&❡✳ ❚♦ ♣#❡✲❛♠❜❧❡✱ &❤✐% #❡%✉❧& ❝♦♠❡% ❢#♦♠ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛&
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐% ❞✐#❡❝&❧② ♣❛&❡♥&❡❞ ❛♥❞ ♣#✐❝❡❞ ✐♥ ♦✉# ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ &❤✐% ✐% &❤❡ ♦✉&❝♦♠❡
♦❢ &❤❡ ❢♦#♠❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣#❛❝&✐❝❡% ♦❢ ✐♥&❡❧❧❡❝&✉❛❧ ♣#♦♣❡#&② ❧❛✇ #❡❣❛#❞✐♥❣ &❤❡
♥❡✇ &❡❝❤♥♦❧♦❣② %❡❝&♦#%✳
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✹✳✸ ❙②♠♠❡'(✐❝ ❡+✉✐❧✐❜(✐✉♠
■♥ ♦#❞❡# &♦ ♦❜&❛✐♥ *✐♠♣❧❡ *♦❧✉&✐♦♥*✱ ❢#♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❛**✉♠❡ &❤❛& ❛❧❧ ✜#♠* ❛#❡
✐❞❡♥&✐❝❛❧✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❢♦❝✉* ♦♥ ❛ *②♠♠❡&#✐❝ ❡7✉✐❧✐❜#✐✉♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛**✉♠❡ &❤❛& &❤❡
♥✉♠❜❡# ♦❢ ✜#♠* ✐♥ ❡❛❝❤ *❡❝&♦#✱ Qjt, ✐* ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉* ✈❛#✐❛❜❧❡✳ ❆ *②♠♠❡&#✐❝
❡7✉✐❧✐❜#✐✉♠ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷ ✿ ❆ "②♠♠❡&'✐❝ ❡*✉✐❧✐❜'✐✉♠ ✐" ❝❤❛'❛❝&❡'✐③❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✜'♠"
✐♥ ❡❛❝❤ "❡❝&♦' j, *✉❛♥&✐&✐❡" ❛♥❞ ♣'✐❝❡" &❤❛& ❛'❡ ✐❞❡♥&✐❝❛❧ ❢♦' ❛❧❧ qj ❛♥❞ ❢♦' ❛❧❧
j✿ Qjt = Qt ❢♦' ❛❧❧ j, Xqjt = Xjt/Qt = Xt/Qt, L
X
qjt
= LXjt/Qt = L
X
t / (NQt) ,
LAqjt = L
A
jt/Qt = L
A
t / (NQt) , A
prod
qjt = A
prod
jt /Qt = At/ (NQt) , ❢♦' ❛❧❧ qj ❛♥❞
❢♦' ❛❧❧ j; pjt = pt ❢♦' ❛❧❧ j✳
❆* *❤♦✇♥ ✐♥ &❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮✲✭✶✵✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐&❤ B#♦♣♦*✐&✐♦♥
✶ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷ ❧❡❛❞* &♦ B#♦♣♦*✐&✐♦♥ ✷ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ *✉♠♠❛#✐③❡* &❤❡ #❡*✉❧&*
✇❡ ♦❜&❛✐♥ ❛& *&❡❛❞②✲*&❛&❡✳ ❋♦# ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ &✐♠❡ *✉❜*❝#✐♣&* ❛#❡ ❞#♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥
✈❛#✐❛❜❧❡* ❛#❡ ❝♦♥*&❛♥&✱ ❜✉& ❦❡♣& ❢♦# ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ♣❡#♣❡&✉❛❧❧② ❣#♦✇✐♥❣✱ ✈❛#✐❛❜❧❡*✳
()♦♣♦+✐%✐♦♥ ✷ ✿ ❚❤❡ "&❡❛❞②✲"&❛&❡ "②♠♠❡&'✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡'❛❧ ❡*✉✐❧✐❜'✐✉♠
✇✐&❤ ❈♦✉'♥♦& ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❢'❡❡ ❡♥&'② ✐" ❝❤❛'❛❝&❡'✐③❡❞ ❜② ❛ "❡& ♦❢ *✉❛♥✲
&✐&✐❡"✱ ♣'✐❝❡"✱ ❣'♦✇&❤ '❛&❡" ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✜'♠" ✐♥ ❡❛❝❤ "❡❝&♦' j, j = 1, ..., N ✱
&❤❛& &❛❦❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡"✿
◗✉❛♥&✐&✐❡"✿
LA =
δνL− ρ
δνθ
, LX =
δνL(θ − 1) + ρ
δνθ
, Lct = Xt =
γ (At)
ν LX
N
, At = A0 exp{gAt}.
A'✐❝❡"✿
pt =
(
L
LX
)(
1
γ(At)ν
)
, vt =
(νLX + LA)
At
, Vt =
1
δAt
, r =
δνL(θ − 1) + ρ
θ
●'♦✇&❤ '❛&❡" ♦❢ *✉❛♥&✐&✐❡"✿
gLA = gLX = 0, gc = gX =
δνL− ρ
θ
, gA =
δνL− ρ
νθ
.
●'♦✇&❤ '❛&❡" ♦❢ ♣'✐❝❡"✿
gp = −νgA, gv = gV = −gA, gr = 0.
◆✉♠❜❡' ♦❢ ✜'♠" ✐♥ ❡❛❝❤ "❡❝&♦'✿
Q =
νδθL (1− ε)
νδL− ρ
.
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❈♦♠♠❡♥%& ❛(❡ ✐♥ ♦(❞❡( ❤❡(❡✳ ❆❧%❤♦✉❣❤ %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✜(♠& ✐& ❡♥❞♦❣❡♥♦✉&✱
%❤❡(❡ ❛(❡ ♥♦ %(❛♥&✐%✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝& ✐♥ %❤❡ &②♠♠❡%(✐❝ ❡7✉✐❧✐❜(✐✉♠✳ ❚❤❡ (❡❛&♦♥
✐& %❤❛% %❤❡(❡ ✐& ♥♦ ✜①❡❞ ♦( &✉♥❦ ❝♦&% ♦❢ ❡♥%(② ❛♥❞ ❡①✐% ❢♦( %❤❡ ✜(♠& ✭&❡❡ ❡✳❣✳
<❡(❡%%♦ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤✉&✱ %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✜(♠& ✐♥ ❡❛❝❤ &❡❝%♦(✱ Q, ✐& ❛ ❥✉♠♣ ✈❛(✐❛❜❧❡✳
❊①✐&%❡♥❝❡ ♦❢ &✉❝❤ &%❡❛❞②✲&%❛%❡ (❡7✉✐(❡& νδL − ρ > 0, ✐♠♣❧②✐♥❣ gA > 0 ❛♥❞
Q > 0 ❜❡❝❛✉&❡ ε < 1✳
❊①❛♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ <(♦♣♦&✐%✐♦♥ ✷ &❤♦✇& %❤❛% %❤❡ (❡&✉❧%& ✇❡ ♦❜%❛✐♥ ❛(❡ ✈❡(②
&✐♠♣❧❡✳ ❇❛&✐❝❛❧❧②✱ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣(♦♣❡(%✐❡& ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛(❡ ❝❧♦&❡ %♦ %❤❛% ♦❢
❛ ❜❛&✐❝ ❘✫❉✲❜❛&❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣% %❤❛% ♦✉( ❢(❛♠❡✇♦(❦ ✐& ❝❤❛(❛❝%❡(✐③❡❞ ❜② ❛♥
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✈❛(✐❡%② ♦❢ ♣✐❡❝❡& ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♥♦% ♦❢ ♣(♦❞✉❝%& ✭&❡❡ ❡✳❣✳ ❝❤❛♣%❡(
✸ ❜② ●(♦&&♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✶✾✾✶❜ ❛♥❞ ❝❤❛♣%❡( ✻ ❜② ❇❛((♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛(%✐♥
✶✾✾✺✮✳ ❚❤✉&✱ ✇❡ (❡❢(❛✐♥ ❢(♦♠ ❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ❝♦♠♣❛(❛%✐✈❡ &%❛%✐❝& ❜❡❝❛✉&❡ ✐% ✇♦✉❧❞
♥♦% ❛❞❞ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥&✐❣❤%✳
❍♦✇❡✈❡(✱ %❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡7✉✐❧✐❜(✐✉♠ ❞❡♣✐❝%❡❞ ❤❡(❡ ✐& ✈❡(② ❞✐✛❡(❡♥%✳ ❇❡②♦♥❞
%❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ✇❡ ❞♦ ♥♦% &♣❡❝✐❢② ❛♥② ✐♥%❡(♠❡❞✐❛%❡ ❣♦♦❞& ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ &❡❝%♦( ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦% ♦♥❧② ✜%& ✇✐%❤ %❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ♥❡✇ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡&
❜✉% ❛❧&♦ ❤❛& %❤❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣(♦♣❡(%② %♦ &✐♠♣❧✐❢② %❤❡ ❛♥❛❧②&✐&✱ %❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡7✉✐✲
❧✐❜(✐✉♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛(❛❝%❡(✐③❡❞ ❞✐&♣❧❛②& ❝♦♠♣❧❡%❡ ♠❛(❦❡%&✳ ❋(♦♠ ❛ %❡❝❤♥✐❝❛❧
♣♦✐♥% ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❛(❣✉❡ %❤❛% %❤❡ ❜❛&✐❝ ❘✫❉ ❧✐%❡(❛%✉(❡ ❞♦❡& ♥♦%
&♦❧✈❡ %❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐%② ♣(♦❜❧❡♠ (❛✐&❡❞ ❜② %❤❡ ♥♦♥✲(✐✈❛❧ ♣(♦♣❡(%② ♦❢ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ %❤(♦✉❣❤ %❤❡ ✐♥%(♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❡(❢❡❝% ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ✭♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥ %❤❡ &❛❧❡
♦❢ ✐♥%❡(♠❡❞✐❛%❡& ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✱ ❜✉% %❤(♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐% ✐♥❝♦♠♣❧❡%❡
♠❛(❦❡% ❛&&✉♠♣%✐♦♥✿ ♣✐❡❝❡& ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛(❡ ♥♦% ❞✐(❡❝%❧② ♣(✐❝❡❞✳
❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦(❡ ✐♥%✉✐%✐✈❡ ✐♥%❡(♣(❡%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐& ❢❡❛%✉(❡ ✐❢ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡
%❤❡ ❡①♣(❡&&✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ %❤❡ ♣(✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛% ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥%✱ vt.
❚❤✐& ❡①♣(❡&&✐♦♥ ✐& (❡♣❡❛%❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦( ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✭&❡❡ <(♦♣♦&✐%✐♦♥ ✷✮✿
vt =
(νLX + LA)
At
. ✭✶✶✮
❙✐♠✐❧❛(❧② %♦ ✇❤❛% ✇❡ ♠❡♥%✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥%❡(♣(❡% νLX/At ❛♥❞ L
A/At ❛& %❤❡
❛❣❣(❡❣❛%❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡&& %♦ ♣❛② ❛% ❞❛%❡ t %♦ ✉&❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛% t ❢♦( %❤❡
♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡(❡♥%✐❛%❡❞ ❣♦♦❞& ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ (❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥%❡(❡&%✲
✐♥❣ ♣♦✐♥% ❛❜♦✉% %❤❡ ✐♥&%❛♥%❛♥❡♦✉& ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✶✮
✐& %❤❛% ✐% ❞✐✛❡(& ❢(♦♠ %❤❡ ❡①♣(❡&&✐♦♥ ❣❡♥❡(❛❧❧② ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ &%❛♥❞❛(❞ ❧✐%❡(❛✲
%✉(❡ ♦♥ ❣(♦✇%❤ ✭&❡❡ ❡✳❣✳ ❏♦♥❡& ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠& ✷✵✵✵✮✳ ❆& ♥♦%❡❞ ❜② ●(✐♠❛✉❞ ❛♥❞
❚♦✉(♥❡♠❛✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮✱ %❤❡ ❡7✉✐❧✐❜(✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥&✐❞❡(❡❞
✐♥ &%❛♥❞❛(❞ ❣(♦✇%❤ ♠♦❞❡❧& ❝♦♥&✐&%& ✐♥ ❛ ❢(❛❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✜(&% %❡(♠✱ νLX/At✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡& ❢(♦♠ %❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣(♦✜%& ♦♥ ✐♥%❡(♠❡❞✐❛%❡ ❣♦♦❞&✳ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞
%❡(♠✱ LA/At✱ ❞♦❡& ♥♦% ❛♣♣❡❛( ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡%❡ ♠❛(❦❡% ❛&&✉♠♣%✐♦♥✿
(❡&❡❛(❝❤❡(& ❞♦ ♥♦% %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% %❤❛% %❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ %❤❡② ♣(♦❞✉❝❡ ❝❛♥ ❜❡
✉&❡❞ %♦ ♠❛❦❡ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡& ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✐♥%❡(%❡♠♣♦(❛❧ &♣✐❧❧✲♦✈❡( ❡✛❡❝%✮✿ %❤✐& ✐&
❜❡❝❛✉&❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐& ❢(❡❡ ♦❢ ❝❤❛(❣❡✳ ❚❤✐& ✐♠♣❧✐❝✐% ❛&&✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡%❡✲
♥❡&& (❡&✉❧%& ❢(♦♠ %❤❡ ❢♦(♠❛❧✐③❛%✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✐♥%❡❧❧❡❝%✉❛❧ ♣(♦♣❡(%② ❧❛✇ ✇♦(❦❡❞
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❛♥❞✴♦! ❡①❝❧✉2✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐2 ❢✉♥❞❡❞ ❛$ ✐$2 ♦♣$✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳
$❤❡ 2✉♠ ♦❢ $❤❡ ▲✐♥❞❛❤❧ ♣!✐❝❡2✳
✶✺
❚♦ 2✉♠♠❛!✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸ ✿ ❯♥❞❡% &❤❡ ❛))✉♠♣&✐♦♥ &❤❛& &❤❡%❡ ❛%❡ N ❞✐✛❡%❡♥&✐❛&❡❞ ♠❛%✲
❦❡&) ❢♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ &❤❛& &❤❡)❡ ♠❛%❦❡&) ✇♦%❦ ❛) ✏♣❡%❢❡❝&❧② ❝♦♠♣❡&✐&✐✈❡ ♦♥❡)✑ ❛♥❞
&❤❛& &❤❡%❡ ✐) ♣❡%❢❡❝& ✈❡%✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉)✐♦♥✿
❛✮ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞♦❡) ♥♦& ❝❛✉)❡ ❛♥② ❡①&❡%♥❛❧ ❡✛❡❝&❀
❜✮ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐) ♦♣&✐♠❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞✳
❚❤✐2 ♣!♦♣♦2✐$✐♦♥ ❤❛2 ❛♥ ✐♠♣♦!$❛♥$ ✐♠♣❧✐❝❛$✐♦♥✳ ■$ ❡2$❛❜❧✐2❤❡2 $❤❛$ ✐♥ ❢♦!✲
♠❛❧✐③✐♥❣ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✐♥$❡❧❧❡❝$✉❛❧ ♣!♦♣❡!$② ❧❛✇ !❡❣❛!❞✐♥❣ $❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♣!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♥❡✇ $❡❝❤♥♦❧♦❣② 2❡❝$♦!2✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐2♣❧❛②2 ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐2$♦!$✐♦♥✿
❈♦✉!♥♦$ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞2 ♠❛!❦❡$2✳ ❚❤❡ ❞❡♣❛!$✉!❡ ❢!♦♠ $❤❡
❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡ ♠❛!❦❡$ 2$!✉❝$✉!❡ ✐2 ♥❡❝❡22❛!② $♦ ❢✉♥❞ !❡2❡❛!❝❤ ❛♥❞ 2✉2$❛✐♥ ❧♦♥❣
$❡!♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣!♦✇$❤✳ ❚❤❛$ ✐2✱ ✐$ ❛❧❧♦✇2 ✜!♠2 $♦ ❢✉♥❞ $❤❡ ♣❛②♠❡♥$ ♦❢ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ ❞❡2♣✐$❡ $❤❡ 2$❛♥❞❛!❞ ❛22✉♠♣$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥2$❛♥$ !❡$✉!♥2 $♦ 2❝❛❧❡ ✇✐$❤ !❡2♣❡❝$
$♦ ❧❛❜♦! ✭$❤❡ ♦♥❧② ♣!✐✈❛$❡ ✐♥♣✉$ ❤❡!❡✮ ✐♥ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡2 ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳
▲❡$ ✉2 ✐❧❧✉2$!❛$❡ $❤✐2 ❛!❣✉♠❡♥$ ✇✐$❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡$ ✉2 ❛22✉♠❡ $❤❛$ $❤❡
♦❜❥❡❝$✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡! ✐2 $♦ ✐♥❝!❡❛2❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞2
♠❛!❦❡$2✳ ❋!♦♠ O!♦♣♦2✐$✐♦♥ ✷✱ $❤❡ ♣!✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞2✱ pt, ✐2 ❤✐❣❤❡!
$❤❛♥ $❤❡ ♠❛!❣✐♥❛❧ ❝♦2$ ♦❢ ♣!♦❞✉❝$✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② 1/(γ(At)
ν). ❲❡ ❤❛✈❡✿ pt =
m/ (γ(At)
ν) ✇✐$❤ m = L/LX > 1✳ ■♥$❡!❡2$✐♥❣❧②✱ $❤❡ $❡!♠ L/LX !❡♣!❡2❡♥$2 ❛♥
✐♥❞✐❝❛$♦! ♦❢ $❤❡ ❞❡❣!❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ♠❛!❦❡$2 ♦❢ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞2✿
❛2 L/LX ❛♣♣!♦❛❝❤❡2 ♦♥❡✱ ♠❛!❦❡$2 ❛!❡ ♠♦!❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡✳ ❚❤✉2✱ $♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❤❡! ❣♦❛❧✱ $❤❡ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡! ❝❛♥ ❢♦! ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥$!♦❞✉❝❡ ❛ 2✉❜2✐❞②✲♣♦❧✐❝② ♦♥ $❤❡
?✉❛♥$✐$② ♦❢ ❧❛❜♦!✱ LX ✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♦$❤❡! ❞✐2$♦!$✐♦♥❛!② ❡✛❡❝$2✱ $❤❡ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡!
❝♦❧❧❡❝$2 ❧✉♠♣✲2✉♠ $❛①❡2 ❢!♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧2 ❛♥❞ ❤❛2 ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡$ ❛$ ❛♥②
♠♦♠❡♥$✳ ❲❤❡♥ $❤❡ 2✉❜2✐❞② ✐2 ✐♥$!♦❞✉❝❡❞✱ LX ✐♥❝!❡❛2❡2✳ ■$ !❡2✉❧$2 ❛ !❡❞✉❝$✐♦♥
♦❢ $❤❡ ♣!✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞2✱ pt, ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝!❡❛2❡ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ✜!♠2
✶✺
▲❡" ✉$ %❡❝❛❧❧ "❤❛" "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤✐$ %❡$✉❧"✱ "✇♦ ❦❡② ❛$$✉♠♣"✐♦♥$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✿ ✜%$"✱ "❤❡
❛$$✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ✭♣❡%❢❡❝"✮ $✉❜$"✐"✉❛❜✐❧✐"② ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♣✐❡❝❡$ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇$ "❤❡
N ♠❛%❦❡"$ ❢♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ "♦ ✇♦%❦ ❛$ ✏❝♦♠♣❡"✐"✐✈❡ ♦♥❡$✑✱ "❤♦✉❣❤ "❤❡$❡ ❣♦♦❞$ ❛%❡ ♥♦♥✲%✐✈❛❧✱
✐♥❞✐✈✐$✐❜❧❡✱ ✐♥✜♥✐"❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡%❡♥"✐❛"❡❞❀ $❡❝♦♥❞✱ "❤❡ ❛$$✉♠♣"✐♦♥ $"❛"✐♥❣ "❤❛" "❤❡ $❡❧❧❡%$
♦❢ ♣✐❡❝❡$ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❞✐$❝%✐♠✐♥❛"❡ ❜❡"✇❡❡♥ ❜✉②❡%$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ "♦ ❞✐✛❡%❡♥" $❡❝"♦%$✱ j✱
j = 1, ..., N ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇$ "❤❡ $❡❧❧❡%$ "♦ $❡" ❞✐✛❡%❡♥" ♣%✐❝❡$ ❢♦% "❤❡ $❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
80
✐♥ ❡❛❝❤ &❡❝'♦)✱ Q ✭&❡❡ ❡,✉❛'✐♦♥ ✭✷✺✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ '❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❈❡'❡)✐& ♣❛)✐❜✉&✱
'❤❡)❡ ✐& ❛ ❞✐❧✉'✐♦♥ ♦❢ ♣)♦✜'& )❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡)❡♥'✐❛'❡❞ ❣♦♦❞&✳ ❙✐♥❝❡ ✜)♠& ❤❛✈❡
❧❡&& ❢✉♥❞& '♦ ❜✉② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ '❤❡② )❡❞✉❝❡ '❤❡ ,✉❛♥'✐'② ♦❢ )❡&♦✉)❝❡& '❤❡② ❛❧❧♦❝❛'❡
'♦ ♠❛❦❡ )❡&❡❛)❝❤✳ ❚❤✐& ❡✛❡❝' ✐& ❝❛♣'✉)❡❞ ✐♥ ❛ &✐♠♣❧❡ ✇❛② ❜② '❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐)♠&
)❡❛❧❧♦❝❛'❡ ❧❛❜♦) ♦♥❡ ❢♦) ♦♥❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣)♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥'✐❛'❡❞ ❣♦♦❞&
❛♥❞ )❡&❡❛)❝❤✳ ❚❤✐& ✐& ❜❡❝❛✉&❡ ✇❡ ❤❛✈❡ L = LX + LA ❛' ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥'✳ ❆& ❛
❝♦♥&❡,✉❡♥❝❡✱ '❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣)♦✇'❤ ✐& ❧♦✇❡)✳ ❚♦ &✉♠♠❛)✐③❡✱ ✇❡ ❝❛♥ &'❛'❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹ ✿ ▼♦#❡ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡#❡♥(✐❛(❡❞ ❣♦♦❞/ ♠❛#❦❡(/ ❧❡❛❞/ (♦ ❛
❞✐❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣#♦✜(/✱ (❤❡♥ (♦ ❛ #❡❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡/(♠❡♥(/ ✐♥ ❘✫❉ ❛♥❞ ❛
❧♦✇❡# ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣#♦✇(❤✳
❇❡❢♦)❡ ❝❧♦&✐♥❣ '❤✐& ❙❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉&' ♠❡♥'✐♦♥ '❤❛' ✐♥ '❤❡ ♣❛)'✐❝✉❧❛) ♠♦❞❡❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ '❤✐& ♣❛♣❡)✱ '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡)❛❧ ❡,✉✐❧✐❜)✐✉♠ ✇✐'❤ ❈♦✉)♥♦' ❝♦♠✲
♣❡'✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❢)❡❡ ❡♥')② ❧❡❛❞& '♦ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦) ❛❝)♦&& '❤❡ ❞✐❢✲
❢❡)❡♥'✐❛'❡❞ ❣♦♦❞& ♣)♦❞✉❝'✐♦♥ &❡❝'♦) ❛♥❞ '❤❡ )❡&❡❛)❝❤ ❛❝'✐✈✐'②✳ ❚❤❡ &❛♠❡ '②♣❡
♦❢ )❡&✉❧' ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛))♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛)'✐♥ ✭✶✾✾✺✱ ✐♥ &❡❝'✐♦♥ ✷ ♦❢
❝❤❛♣'❡) ✻✮ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐'❤ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✈❛)✐❡'② ♦❢ ❝♦♥&✉♠❡) ♣)♦❞✉❝'&✳ ■♥ '❤❡
♣)❡&❡♥' ♣❛♣❡)✱ '❤)❡❡ )❡❛&♦♥& ❡①♣❧❛✐♥ '❤✐& ♣❛)'✐❝✉❧❛) )❡&✉❧'✳ ❋✐)&'✱ '❤❡ ❈♦✉)♥♦'
❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❧❡❛❞& '♦ ❛ ♣)✐❝❡ ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥'✐❛'❡❞ ❣♦♦❞& ✇❤✐❝❤ ✐& ♥♦♥✲♦♣'✐♠❛❧ ✭✐'
✐& ❛❜♦✈❡ '❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧ ❝♦&' ♦❢ ♣)♦❞✉❝'✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ '❤❡ ♣)♦♣❡)'②
♦❢ &②♠♠❡')②✱ '❤❡ )❡❧❛'✐✈❡ ♣)✐❝❡& ♦❢ ❣♦♦❞& '❤❡♠&❡❧✈❡& ❛)❡ ♥♦' ❛✛❡❝'❡❞ ❜② ✐♠✲
♣❡)❢❡❝' ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛& ❧❛❜♦) &✉♣♣❧② ✐& ✐♥❡❧❛&'✐❝✱ ✐' ✐& ✉♥)❡&♣♦♥&✐✈❡ '♦
✇❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡&✳ ❚❤✐)❞✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐& ♦♣'✐♠❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞✳ ■♥ '❤❡ ♥❡①' &✉❜✲&❡❝'✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ &❡❡ '❤❛' '❤❡ ❡,✉✐❧✐❜)✐✉♠ ✐& ♥♦ ❧♦♥❣❡) ♦♣'✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐& ♥♦'
❢✉♥❞❡❞ ♦♣'✐♠❛❧❧②✳
✹✳✹ ■♥$%♦❞✉❝✐♥❣ ✈❡%✐✜❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉2✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠2
■♥ '❤✐& &✉❜✲&❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ❛''❡♠♣' '♦ ❢♦)♠❛❧✐③❡ ✐♥ ❛ &✐♠♣❧❡ ✇❛② '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠&
♦❢ ✈❡)✐✜❝❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉&✐♦♥ ❡♥❝♦✉♥'❡)❡❞ ❜② &❡❧❧❡)& ♦❢ ♣✐❡❝❡& ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
■' &❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ '❤❛' ✐♥'❡❧❧❡❝'✉❛❧ ♣)♦♣❡)'② ✐♥&'✐'✉'✐♦♥&✱ ❝❤✐❡✢② ♣❛'❡♥'
♦✣❝❡&✱ ❛''❡♠♣' '♦ &♦❧✈❡ &♦♠❡ ♦❢ '❤❡&❡ ♣)♦❜❧❡♠&✳ ❚❤❡② ')② '♦ ❝❤❡❝❦ '❤❛' ❛
♥❡✇ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ &❡❡❦✐♥❣ ♣)♦'❡❝'✐♦♥ ✐& ✐♥❞❡❡❞ ❞✐✛❡)❡♥' ❢)♦♠ '❤❡ &'❛'❡
♦❢ '❤❡ ❛)' ❛♥❞ ♣)❡✈✐♦✉& ♣❛'❡♥'&✱ ❝♦♠❡& ❢)♦♠ ❛♥ ✐♥✈❡♥'✐✈❡ ❛❝'✐✈✐'② ❛♥❞ ❝❛♥
❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞✉&')✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ )❡&❡❛)❝❤❡) ✇❛♥'& '♦ ♦❜'❛✐♥ ❛ ♣❛'❡♥'✱
&❤❡ ♠✉&' ❣✐✈❡ ❛❧❧ '❤❡ )❡❢❡)❡♥❝❡& &❤❡ ❤❛& ✉&❡❞ '♦ ♣)♦❞✉❝❡ '❤❡ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡ ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▲❡❣❛❧ ✜)♠& ✇❤✐❝❤ ❜✉② ❛♥❞✴♦) ♠❛♥❛❣❡ ♣❛'❡♥'& ✇✐'❤♦✉' ♣❡)❢♦)♠✐♥❣
❘✫❉ '❤❡♠&❡❧✈❡& ❛❧&♦ ❡①✐&' ✐♥ '❤❡ ❯❙✳ ❚❤❡&❡ ✜)♠& ❛✐♠ ❛' &♣♦''✐♥❣ ✇❤♦ ✉&❡&
❛ ♣)♦'❡❝'❡❞ ✐♥✈❡♥'✐♦♥✳ ■❢ '❤❡② ✜♥❞ &♦♠❡♦♥❡✱ '❤❡② ')② '♦ ♥❡❣♦'✐❛'❡ )♦②❛❧'✐❡&✳
❖❢ ❝♦✉)&❡✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛&❡✱ ✐❢ '❤❡ ❜❛)❣❛✐♥ ❞♦❡& ♥♦' ②✐❡❧❞ ❛♥② )❡&✉❧'✱ '❤❡ ❥✉❞✐❝✐❛)②
&②&'❡♠ ❝❛♥ ❢♦)❝❡ &♦♠❡♦♥❡ '♦ ♣❛②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥' ❤❡)❡ ✐& '❤❛' '❤❡ ♣)♦❞✉❝❡) ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥
❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧'✐❡& '♦ ♣)❡✈❡♥' ✐❧❧❡❣❛❧ ✉&❡& ♦❢ ❤❡) ♣)♦❞✉❝'✱ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ ♣✐)❛❝② ❢♦)
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❡①❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ *❤✐- -✐*✉❛*✐♦♥✱ ✇❡ ❛--✉♠❡ *❤❛* *❤❡ ✐♥-*❛♥*❛♥❡♦✉- ♣❛②♠❡♥*
♣❡3❝❡✐✈❡❞ ❜② ✜3♠ qj ❢♦3 ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐- ❛♥ ❛✈❡3❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
v̂qjt = ηvqjt, ✭✶✷✮
✇❤❡3❡ 0 < η ≤ 1 3❡♣3❡-❡♥*- *❤❡ ❝♦♥-*❛♥* ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉- -❤❛3❡ ♦❢ *❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡--
*♦ ♣❛② *♦ ✉-❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛* t *❤❛* ✐- ❡①*3❛❝*❡❞✳ ❆ ❤✐❣❤❡3 ✈❛❧✉❡ ♦❢
η ♠❡❛♥- *❤❛* *❤❡ ♣3♦❜❧❡♠- ♦❢ ✈❡3✐✜❝❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉-✐♦♥ ❛3❡ ✇❡❛❦❡3✳ ❚❛❦✐♥❣
✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ✭✶✷✮✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ *❤❡ -②♠♠❡*3✐❝ ❡@✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✐- ♠♦❞✐✜❡❞✳
◆♦*✐♥❣ *❤❛* *❤❡ ✐♥-*❛♥*❛♥❡♦✉- ♣3✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐- ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②
v̂t = η(νL
X + LA)/At✱ ✇❡ ❣❡* *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣3♦✇*❤ 3❛*❡ ♦❢ ❝♦♥-✉♠♣*✐♦♥ ❛♥❞
♥✉♠❜❡3 ♦❢ ✜3♠- ✐♥ ❡❛❝❤ -❡❝*♦3✿
gc =
ηδνL− ρ
θ + (1− ν) (1− η) /ν
, ✭✶✸✮
Q =
δL (1− ε) [θν + (1− ν) (1− η)]
ηδνL− ρ
✳ ✭✶✹✮
❊①❛♠✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *✇♦ ♣3❡✈✐♦✉- ❡@✉❛*✐♦♥- ❧❡❛❞- *♦✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✺ ✿ ❲✐#❤ ✈❡'✐✜❝❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉1✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠1✿
❛✮ ❧♦♥❣✲'✉♥ ❣'♦✇#❤ ✐1 ❧♦✇❡'✿ ∂gc/∂η > 0❀
❜✮ #❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✜'♠1 ✐♥ ❡❛❝❤ 1❡❝#♦' j ✐1 ❤✐❣❤❡'✿ ∂Q/∂η < 0✳
❚❤❡ 3❡-✉❧*- ♦❢ *❤✐- ♣3♦♣♦-✐*✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥*✉✐*✐✈❡ ✐♥*❡3♣3❡*❛*✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝3❡❛-❡
♦❢ η ♠❡❛♥- *❤❛* 3❡-❡❛3❝❤❡3- ❝❛♥ ❛♣♣3♦♣3✐❛*❡ ❛ ❣3❡❛*❡3 ❛♠♦✉♥* ♦❢ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡-- *♦
♣❛②✳ ❖♥ *❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐♥✈❡-*♠❡♥*- ✐♥ 3❡-❡❛3❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦3❡ ♣3♦✜*❛❜❧❡✳ ❚❤✉-✱
✜3♠- ❛❧❧♦❝❛*❡ ♠♦3❡ ❧❛❜♦3 *♦ 3❡-❡❛3❝❤ ❛❝*✐✈✐*✐❡-✳ ❚❤✐- ✐♥❞✉❝❡- ❛♥ ✐♥❝3❡❛-❡ ✐♥
*❤❡ ❛33✐✈❛❧ 3❛*❡ ♦❢ ♣✐❡❝❡- ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ *✉3♥ ✐♥ *❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣3♦✇*❤
3❛*❡✳ ❖♥ *❤❡ ♦*❤❡3 ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ η ✐♥❝3❡❛-❡-✱ *❤✐- ♠❡❛♥- *❤❛* ✜3♠- ♥❡❡❞ ♠♦3❡
3❡-♦✉3❝❡- ✐♥ ♦3❞❡3 *♦ ♣❛② ❢♦3 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛- ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❡✛❡❝* ♦♥ *❤❡✐3
♥✉♠❜❡3 ✐♥ ❡❛❝❤ -❡❝*♦3✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ 3❡-✉❧*- ❛3❡ ✐♠♣♦3*❛♥* ❜❡❝❛✉-❡ *❤❡ @✉❡-*✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡3 ♦3 ✉♥❞❡3✲
✐♥✈❡-*♠❡♥*- ✐♥ 3❡-❡❛3❝❤ ✐- ❝3✉❝✐❛❧ 3❡❣❛3❞✐♥❣ ❧♦♥❣✲3✉♥ ❣3♦✇*❤✳ ❯-✉❛❧❧②✱ ❘✫❉✲
❜❛-❡❞ ♠♦❞❡❧- ♣3❡❞✐❝* *❤❛* ✇❡ ❝❛♥ ♦❜*❛✐♥ ❡✐*❤❡3 ❛♥ ❡①❝❡--✐✈❡ ♦3 ❛♥ ✐♥-✉✣✲
❝✐❡♥* ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥ ♦❢ 3❡-♦✉3❝❡- ✐♥ 3❡-❡❛3❝❤ ❧❡❛❞✐♥❣ *♦ ❛♥ ✐♥-✉✣❝✐❡♥* ♦3 ❡①❝❡--✐✈❡
❣3♦✇*❤✳ ❚❤✐- ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ 3❡-✉❧* ✐♥ *❤❡ ✈❡3*✐❝❛❧ ❞✐✛❡3❡♥*✐❛*✐♦♥ ❝❧❛-- ♦❢ ♠♦❞❡❧-
✭❡✳❣✳ ●3♦--♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ✶✾✾✶❛❀ ❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦✇✐**✱ ✶✾✾✷✮ ❤❛- ❛❧-♦ ❜❡❡♥
♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ❇❡♥❛--② ✭✶✾✾✽✮ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✏U ❧❛ ❘♦♠❡3✑ ✭✶✾✾✵✮✳ ❖♥ *❤❡ ❡♠♣✐3✐❝❛❧
-✐❞❡✱ *❤❡ ❞❛*❛ -❤♦✇ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉-❧② *❤❛* 3❡-❡❛3❝❤ -♣❡♥❞✐♥❣ ✐- ✐♥-✉✣❝✐❡♥*✳ ❋♦3
✐♥-*❛♥❝❡✱ ❏♦♥❡- ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠- ✭✶✾✾✽✮ ❡-*✐♠❛*❡ *❤❛* ❛❝*✉❛❧ ✐♥✈❡-*♠❡♥*- ❛3❡ ❛*
❧❡❛-* ❢♦✉3 *✐♠❡- ❜❡❧♦✇ ✇❤❛* ✇♦✉❧❞ ❜❡ -♦❝✐❛❧❧② ♦♣*✐♠❛❧✳ ■* ✐- ❣❡♥❡3❛❧❧② ❛3❣✉❡❞
*❤❛* *❤✐- ❢❡❛*✉3❡ ✐- ❞✉❡ *♦ -♦♠❡ ❞✐-*♦3*✐♦♥-✿ *❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐-*✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦3 ♦❢ *❤❡
♣3♦❞✉❝❡3- ♦❢ ❣♦♦❞- ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ *❤❡ ✐♥*❡3*❡♠♣♦3❛❧ -♣✐❧❧✲♦✈❡3 ❡✛❡❝* ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦3 *❤❡ ❝3❡❛*✐✈❡✲❞❡-*3✉❝*✐♦♥ ❡✛❡❝*✳ ■♥*❡3❡-*✐♥❣❧②✱ ♦✉3 -❡**✐♥❣ ❛❧❧♦✇-
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✉! "♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧"❡+♥❛"✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ♥❡✇ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡!✳ ❍❡+❡✱
✐♥!✉✣❝✐❡♥" +❡!❡❛+❝❤ !♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♠❡! ❢+♦♠ "❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♥❛"✉+❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐"!❡❧❢ ❛♥❞✱ ✐♥ ❝♦♥"+❛!" ✇✐"❤ "❤❡ !"❛♥❞❛+❞ ❧✐"❡+❛"✉+❡✱ ❛+❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠✲
♣❧❡"❡ ♠❛+❦❡" ♣❡+!♣❡❝"✐✈❡✳ ❇❛!✐❝❛❧❧②✱ +❡!❡❛+❝❤❡+! ❝❛♥♥♦" ❛♣♣+♦♣+✐❛"❡ "❤❡ ❡♥"✐+❡
❛♠♦✉♥" ♦❢ "❤❡ !✉+♣❧✉! "❤❡② ❝+❡❛"❡ ❜❡❝❛✉!❡ "❤❡② ❢❛❝❡ ♣+♦❜❧❡♠! ♦❢ ✈❡+✐✜❝❛"✐♦♥
❛♥❞ ❡①❝❧✉!✐♦♥✱ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✜"! ♥✐❝❡❧② ✇✐"❤ "❤❡ +❡❛❧ ✇♦+❧❞ ♦❜!❡+✈❛"✐♦♥!
✐♥ "❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ♥❡✇ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡!✳
❚♦ ♦✈❡+❝♦♠❡ "❤❡!❡ ♣+♦❜❧❡♠! ♦❢ ✐♥❢♦+♠❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉!✐♦♥ ❛♥❞ ♣+♦♠♦"❡
✐♥✈❡!"♠❡♥"! ✐♥ ❘✫❉✱ ❛ !✉❜!✐❞② ♣♦❧✐❝② "♦ ❘✫❉ ✐! ❛ ♥❛"✉+❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛"❡✳ ❚♦
❛♥❛❧②③❡ "❤❡ ❡✛❡❝"! ♦❢ !✉❝❤ ❛ ♣♦❧✐❝② ♦♥ "❤❡ ❡D✉✐❧✐❜+✐✉♠ ♦✉"❝♦♠❡✱ ❧❡" ✉! ❛!!✉♠❡
"❤❛" "❤❡ ❣♦✈❡+♥♠❡♥" ❧❡✈② ❛ ❧✉♠♣✲!✉♠ "❛① ❢+♦♠ "❤❡ ❤♦✉!❡❤♦❧❞ ❛♥❞ ✉!❡ "❤❡
♣+♦❝❡❡❞! "♦ ❢✉♥❞ ❛ !✉❜!✐❞② ♣♦❧✐❝②✱ σ, ♣❡+ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣+♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ "❤✐!
❝❛!❡✱ ✉♥❞❡+ "❤❡ ❛!!✉♠♣"✐♦♥ "❤❛" ✜+♠! !"✐❧❧ ❢❛❝❡ ✐♥❢♦+♠❛"✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡+✐✜❝❛"✐♦♥
♣+♦❜❧❡♠!✱ "❤❡ "♦"❛❧ ♣❛②♠❡♥" ♣❡+❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ !❡❧❧❡+ ❢♦+ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐!
❣✐✈❡♥ ❜②✿ v̂t = (η + σ)(νL
X + LA)/At, ❛" ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥"✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥!
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐"❤ ✇❤❛" ✇❡ ❞✐❞ ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣+♦✇"❤ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡+
♦❢ ✜+♠! ✐♥ ❡❛❝❤ !❡❝"♦+✿
gc =
(η + σ) δνL− ρ
θ + (1− ν) (1− η − σ) /ν
, ✭✶✺✮
Q =
δL (1− ε) [θν + (1− ν) (1− η − σ)]
(η + σ) δνL− ρ
✳ ✭✶✻✮
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❛❜♦✈❡✱ +✉❝❤ ✐♥+)✐)✉)✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉❣❤) )♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ )❡❝❤♥♦❧♦❣②
♣♦❧✐❝② ✭+✉❝❤ ❛+ ❛ ❘✫❉ +✉❜+✐❞② ♣❡2 ✉♥✐) ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣2♦❞✉❝❡❞✮ )♦ ✐♥❞✉❝❡ )❤❡
❞❡❝❡♥)2❛❧✐③❡❞ ❡❝♦♥♦♠② )♦ ♣2♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣)✐♠❛❧ R✉❛♥)✐)② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥
❆♥ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ✐♥)❡❧❧❡❝)✉❛❧ ♣2♦♣❡2)② 2✐❣❤)+ ❤❛+ )❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ♦✈❡2 )❤❡ ❧❛+)
❞❡❝❛❞❡+ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ 2✐+❡ ♦❢ ✐♠♣♦2)❛♥❝❡ ✐♥ )❤❡ ♥❡✇ )❡❝❤♥♦❧♦❣② +❡❝)♦2+✿ ♣✐❡❝❡+
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❝2❡♣❛♥❝② ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ )❤❡♦2❡)✐❝❛❧ )2❡❛)♠❡♥) ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❣2♦✇)❤ ♠♦❞❡❧+
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❇❡②♦♥❞ "❤❡ E✉❡%"✐♦♥ )❛✐%❡❞ ✐♥ "❤✐% ❛)"✐❝❧❡✱ ✇❡ "❤✐♥❦ "❤❛" "❤❡ ♠❡"❤♦❞♦❧♦❣②
♣)❡%❡♥"❡❞ ❤❡)❡ ❤❛% ♦♥❡ ♠♦)❡ ✐♥"❡)❡%"✳ ❋)♦♠ ❛ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱ "❤❡
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✻ ❆♣♣❡♥❞✐①
✻✳✶ #$♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜$♠ qj
❋!♦♠ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♦❢ $❤❡ ✜!♠✬/ ♣!♦❜❧❡♠ ✇❡ ❣❡$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜!/$ ♦!❞❡!
❝♦♥❞✐$✐♦♥/✿
∂Ht
∂Xqjt
= (LEt)
1−ε (Xjt)
ε−1−
(
Ausedqjt
)
−ν
/γ+(ε− 1)Xqjt
[
(LEt)
1−ε (Xjt)
ε−2] = 0,
✭✶✼✮
∂Ht
∂LAqjt
= e−
t
0
rudu − ξtδA
used
qjt
= 0, ✭✶✽✮
∂Ht
∂Ausedqjt
= e−
t
0
rudu
[
νXqjt
(
Ausedqjt
)
−ν−1
/γ − vqjt
]
+ ξtδL
A
qjt
= 0, ✭✶✾✮
∂Ht
∂Aprodqjt
= vte
−
t
0
rudu = −
•
ξt. ✭✷✵✮
❙✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ✭✶✼✮ ②✐❡❧❞/ ❡B✉❛$✐♦♥ ✭✽✮✳ ■♥$❡❣!❛$✐♥❣ ✭✷✵✮ ❜❡$✇❡❡♥
t ❛♥❞ ✐♥✜♥✐$② ②✐❡❧❞/✿
∫
∞
t
−
•
ξsds =
∫
∞
t
vse
−
∫ s
0
rududs. ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿
ξt − ξ∞ = e
−
∫ t
0
rudu
∫
∞
t
vse
−
∫ s
t
rududs. ❯/✐♥❣ $❤❡ $!❛♥/✈❡!/❛❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❛♥❞
Aprodqjt > 0 ❢♦! ❛❧❧ t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ξ∞ = 0. ❚❤✉/✱ ✉/✐♥❣ Vt =
∫
∞
t
vse
−
∫ s
t
rududs✱
✇❡ ♦❜$❛✐♥✿ ξt = e
−
∫ t
0
ruduVt. I❧✉❣❣✐♥❣ $❤✐/ !❡/✉❧$ ✐♥ ✭✶✽✮✱ ②✐❡❧❞/ ❡B✉❛$✐♦♥ ✭✾✮✳
❙✐♠✐❧❛!❧②✱ ✭✶✾✮ ❜❡❝♦♠❡/ νXqjt(A
used
qjt
)−ν−1/γ − vqjt + VtδL
A
qjt
= 0. ❊❧✐♠✐♥❛$✐♥❣
Vt ❜❡$✇❡❡♥ $❤✐/ ❡B✉❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✭✾✮ ❣✐✈❡/ vqjt = νX
−ν−1
qjt (A
used
qjt
)/γ + LAqjt/A
used
qjt
.
❯/✐♥❣ ✭✶✮✱ ✇❡ ❣❡$ ❡B✉❛$✐♦♥ ✭✶✵✮✳
✻✳✷ #$♦♦❢ ♦❢ #$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶
❲❡ ♣!♦❝❡❡❞ ✐♥ $✇♦ /$❡♣/✳ ❋✐!/$✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥/ $❤❛$ ❡♠❡!❣❡
❛$ ❞❛$❡ t ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛!❦❡$✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡ $❤❡ /$❡❛❞②✲/$❛$❡ ❡B✉✐❧✐❜!✐✉♠✳
✻✳✷✳✶ ▼❛&❦❡)* ❝♦♥❞✐)✐♦♥* ❢♦& ❛ *②♠♠❡)&✐❝ ❡3✉✐❧✐❜&✐✉♠
❋!♦♠ I!♦♣♦/✐$✐♦♥ ✶✱ ❡❛❝❤ ✜!♠ ✉/❡/ $❤❡ ✇❤♦❧❡ /$♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿ Ausedqjt = At
❢♦! ❛❧❧ qj. ❚❤✉/✱ ✇❡ !❡♣❧❛❝❡ A
used
qjt
❜② At ✐♥ ❛❧❧ ❡B✉✐❧✐❜!✐✉♠ ❝♦♥❞✐$✐♦♥/✳ ❖♥
❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞ ❣♦♦❞/ ♠❛!❦❡$/ $❤❡!❡ ✐/ ❈♦✉!♥♦$ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❛♥❞ ❢!❡❡ ❡♥$!② ✐♥
❡❛❝❤ /❡❝$♦! j✳ ❯/✐♥❣ ✭✽✮✱ ✇❡ ❣❡$ $❤❡ ❡B✉✐❧✐❜!✐✉♠ B✉❛♥$✐$② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$❡❞
❣♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♣!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ /❡❝$♦!✿
Xt = LEt
{
γ (At)
ν
[
1 +
(ε− 1)
Q
]}1/(1−ε)
. ✭✷✶✮
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❯!✐♥❣ ✭✶✮ ✇❡ ❣❡* *❤❡ ❛❣❣-❡❣❛*❡ ♣-♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡-❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞✿
Xt =
γ (At)
ν LX
N
. ✭✷✷✮
❊8✉❛*✐♦♥ ✭✻✮ ②✐❡❧❞! *❤❡ ❈♦✉-♥♦* ❡8✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♣-✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞ j :
pt =
{
γ (At)
ν
[
1 +
(ε− 1)
Q
]}
−1
. ✭✷✸✮
◆♦*❡ *❤❛* ❢♦- Q = 1 ✭♠♦♥♦♣♦❧② ❝❛!❡✮✱ ✇❡ ❣❡* *❤❡ !*❛♥❞❛-❞ -❡!✉❧* pt =
1/ (εγ (At)
ν)✱ ✇❤❡-❡ 1/ (γ (At)
ν) ✐! *❤❡ ♠❛-❣✐♥❛❧ ❝♦!* ❛♥❞ 1/ε > 1 -❡♣-❡!❡♥*!
*❤❡ ♠❛-❦✲✉♣✳
❚❤❡ ❢-❡❡ ❡♥*-② ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♠❛-❦❡*! ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥*✐❛*❡❞ ❣♦♦❞! ✐♠♣❧✐❡!
piqj0 = 0. ❯!✐♥❣ ❡8✉❛*✐♦♥! ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮✱ *❤✐! ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡!
piqj0 =
∞
0 [{[1 + (ε− 1) /Q]}
−1 LX/NQ− L/NQ]e−
t
0
rududt = 0. ✭✷✹✮
◆♦*❡ *❤❛* ✇✐*❤ ❛ !✉♥❦ ♦- ✜①❡❞ ❝♦!* ♦❢ ❡♥*-② ❛♥❞ ❡①✐* ❡8✉❛❧ *♦ ③❡-♦✱ *❤❡ !♣♦*
♣-♦✜* ♦❢ *❤❡ ✜-♠! ♠✉!* ❜❡ ③❡-♦ ❛* ❛❧❧ *✐♠❡!✳ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ ✇❡ *❤✉! ❤❛✈❡[
1 +
(ε− 1)
Q
]
−1
LX − L = 0. ✭✷✺✮
❋-♦♠ ✭✶✵✮✱ ✇❡ ❣❡* *❤❡ ♣-✐❝❡ -❡❝❡✐✈❡❞ ❢♦- ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿
vt =
N∑
j=1
Qj∑
qj=1
vqjt =
(νLX + LA)
At
. ✭✷✻✮
❋-♦♠ ✭✾✮✱ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛* t ✐!
Vt =
1
δAt
. ✭✷✼✮
❋-♦♠ ✭✷✮✱ *❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *♦*❛❧ !*♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐! ❣✐✈❡♥ ❜②
•
At = δL
AAt. ✭✷✽✮
❋-♦♠ ❡8✉❛*✐♦♥ ✭✼✮ ❛♥❞ r = vt/Vt + gV ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
θgc + ρ+ gp = vt/Vt + gV . ✭✷✾✮
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✻✳✷✳✷ ❊$✉✐❧✐❜)✐✉♠ +♦❧✉-✐♦♥
❚❤❡ ♣$✐❝❡' ❛♥❞ +❤❡✐$ ❣$♦✇+❤ $❛+❡' ❢♦❧❧♦✇ ❞✐$❡❝+❧② ❢$♦♠ ✭✷✸✮✱ ✭✷✻✮✱ ✭✷✼✮✱ ✭✷✾✮✳
▲❡✈❡❧$ ♦❢ '✉❛♥+✐+✐❡$ ❛♥❞ +❤❡✐/ ❣/♦✇+❤ /❛+❡$✿
❯'✐♥❣ ✭✷✻✮ ❛♥❞ ✭✷✼✮✱ ✇❡ ❣❡+ vt/Vt = δνL
X + δLA. ❉✐✛❡$❡♥+✐❛+✐♥❣ ✭✷✸✮ ❛♥❞
✭✷✼✮ ✇✐+❤ $❡'♣❡❝+ +♦ +✐♠❡ ②✐❡❧❞' gp = −νgA ❛♥❞ gV = −gA✳ ❚❤❡ ❛❣❣$❡❣❛+❡
+❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥+✐❛+❡❞ ❣♦♦❞' ✭✷✷✮ ❛♥❞ +❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦+✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✭✷✽✮ ✐♠♣❧② gc = gX = νgA ❛♥❞ gA = δL
A, $❡'♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✉'✐♥❣ +❤❡
❧❛❜♦$ ❝♦♥'+$❛✐♥+ ✭✺✮ ✇✐+❤ r = vt/Vt+ gVt = θgc+ ρ+ gp ✭'❡❡ ❡E✉❛+✐♦♥ ✭✷✾✮✮✱ ✇❡
❣❡+ +❤❡ E✉❛♥+✐+✐❡' ♦❢ ❧❛❜♦$ ❞❡✈♦+❡❞ +♦ +❤❡ ♣$♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥+✐❛+❡❞ ❣♦♦❞'
❛♥❞ +♦ $❡'❡❛$❝❤✳
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉+❡ +❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜$♠'✱ Q, +❤❛+ ❝♦♠♣♦'❡' ❡❛❝❤ '❡❝+♦$ j✳
❙✐♥❝❡ LX ❤❛' ❜❡❡♥ ❞❡+❡$♠✐♥❡❞ ♣$❡✈✐♦✉'❧②✱ ✇❡ ❣❡+ +❤❡ ❡E✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q
❜② ✉'✐♥❣ ✭✷✺✮.
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■♥*)♦❞✉❝*✐♦♥
❚♦✉# ❧❡# ❛♥#✱ ❧✬❖❈❉❊ ♣✉❜❧✐❡ ✉♥ 1❛♣♣♦12 ✐♥2✐2✉❧3 ❖❜❥❡❝%✐❢ ❝(♦✐**❛♥❝❡ ✭●♦✐♥❣
❢♦( ❣(♦✇%❤ ❞❛♥# ❧❛ ✈❡1#✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐#❡✮✳ ❈❡ 1❛♣♣♦12 ✈✐#❡ : ✓ ❝❡1♥❡1 ❞❡# ♣1✐♦1✐23#
❡##❡♥2✐❡❧❧❡# ❡♥ ♠❛2✐>1❡ ❞❡ 13❢♦1♠❡✱ ❞❡#2✐♥3❡# : 1❡♥❢♦1❝❡1 ❧✬❛❝2✐✈✐23 3❝♦♥♦♠✐@✉❡
❡2 : 1❡❤❛✉##❡1 ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈✐❡ ❞❛♥# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ♣❛②# ❞❡ ❧✬❖❈❉❊✳ ✔ ▲✬3❞✐✲
2✐♦♥ ✷✵✶✷ ❞✉ 1❛♣♣♦12 #✬✐♥2✐2✉❧❛✐2 ▲❡* ❘3❢♦(♠❡* *%(✉❝%✉(❡❧❧❡* ♣❡✉✈❡♥% ❢❛✐(❡ ❧❛
❞✐✛3(❡♥❝❡✳ ❖♥ 1❡21♦✉✈❡ ❞❡ ♠J♠❡ ✉♥❡ ✐♥#✐#2❛♥❝❡ #✉1 ❧❡# 13❢♦1♠❡# #21✉❝2✉1❡❧❧❡#
❞❛♥# ❧❡ ❞✐#❝♦✉1# ♣✉❜❧✐3 ♣❛1 ❞✬❛✉21❡# ✐♥#2✐2✉2✐♦♥# ✐♥2❡1♥❛2✐♦♥❛❧❡# ✭❋▼■✱ ❯♥✐♦♥
❡✉1♦♣3❡♥♥❡✱ ❇❛♥@✉❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✱ ❡2❝✳✮✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣2 ❞❡ 13❢♦1♠❡# #21✉❝2✉1❡❧❧❡# ❡#2
1❛1❡♠❡♥2 21># ♣13❝✐#3♠❡♥2 ❞3✜♥✐✳ ◆3❛♥♠♦✐♥#✱ ❧❡ ❢❛✐2 @✉✬✐❧ #❡ #♦✐2 ✐♠♣♦#3 ❞❡✲
♣✉✐# ❞❡# ❛♥♥3❡# ❞❛♥# ❧❡ ❞✐#❝♦✉1# ❞❡# ✐♥#2✐2✉2✐♦♥# ✐♥2❡1♥❛2✐♦♥❛❧❡# ❡#2 ✉♥ #✐❣♥❡
@✉❡ ❧❡ ❞✐#❝♦✉1# ❞♦♠✐♥❛♥2 ❡♥ 2❡1♠❡# ❞❡ ♣♦❧✐2✐@✉❡ 3❝♦♥♦♠✐@✉❡ ❝♦✉✈1❡ ❞3#♦1✲
♠❛✐# ✉♥ ❝❤❛♠♣ 21># ❧❛1❣❡✳ ▲❡# ❝♦♥#❡✐❧# ❞❡ ♣♦❧✐2✐@✉❡ ♣✉❜❧✐@✉❡ ♥❡ ❝♦✉✈1❡♥2 ♣❧✉#
#❡✉❧❡♠❡♥2 ❧❛ 13❣✉❧❛2✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝2✉1❡❧❧❡✱ ♠❛✐# ❜✐❡♥ ❧❛ ❣♦✉✈❡1♥❛♥❝❡ ❡2 ❧❡# ❞✐✈❡1#
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Chapitre 3 : Comparaison internationale de la 
concurrence par l’estimation des markups1 
Les acteurs opérant dans un secteur peu concurrentiel bénéficient d’une rente de 
situation (qui peut par exemple être préservée par les barrières à l’entrée), au 
détriment de l’efficacité économique tant statique que dynamique. Nous 
cherchons ici à comparer l’intensité de la concurrence de différents secteurs de 
l’économie dans plusieurs pays développés par une estimation de ces rentes. 
Classiquement, on mesure le degré de concurrence d’un marché en utilisant l’une 
des méthodes suivantes2 : 
– Une première approche repose sur l’analyse de l’environnement 
institutionnel des firmes. Elle a l’avantage de prendre en compte la 
multiplicité des arrangements institutionnels qui contraignent les 
comportements, mais en revanche ne retient qu’une des dimensions qui 
influent sur la concurrence. Or la réalité concurrentielle d’un marché ne 
dépend pas seulement des contraintes institutionnelles, mais aussi du 
comportement des firmes. Le résultat de cette approche est généralement 
de produire un indice synthétique (comme les indices Product Market 
Regulation – PMR – produits par l’OCDE). 
– Une autre approche classique repose sur la structure économique du 
marché, en particulier sur les parts de marché des différentes entreprises. 
De nombreux indices classiques reposent sur cette approche, notamment 
l’indice de Herfindahl-Hirschmann utilisé par beaucoup d’autorités de la 
concurrence3 ou le ratio de concentration. Cette approche souffre d’un 
défaut similaire à la précédente : la réalité concurrentielle d’un marché ne 
dépend pas seulement de sa structure, mais aussi du comportement des 
firmes, de sa contestabilité4, etc. 
                                                 
1 Une partie des analyses présentées ici sont tirées d’une note rédigée pour la direction générale du Trésor, à 
paraître dans la revue Trésor-éco. 
2 On trouvera une présentation générale récente dans Amador et Soares (2012). 
3 Il est par exemple à la base du raisonnement pour le contrôle des concentrations aussi bien aux États-Unis 
que dans l’Union européenne (voir respectivement le paragraphe 5.3 des lignes directrices du Département de 
la justice, http://www.justice.gov/atr/public/guidelines/hmg-2010.pdf et les paragraphes 19 à 21 des lignes 
directrices publiées par la Commission européenne, disponibles sur le site de la Commission : http://eur-
lex.europa.eu/LexUriServ/LexUriServ.do?uri=CELEX:52004XC0205%2802%29:FR:HTML). 
4 On peut trouver une présentation de la notion de contestabilité d’un marché dans Tirole (1989), chapitre 8.1 
et dans Motta (2004), chapitre 2.6. 
93
– Une troisième approche, que nous retenons ici, repose sur un raisonnement 
plus économique. Un déficit de concurrence se traduit par une rentabilité 
élevée et durable des entreprises implantées, que l’on peut mesurer par un 
taux de profit ou par un taux de marge (par exemple le taux de marge 
économique5). On peut donc chercher à déterminer si les profits sont 
« trop » élevés sur le marché. Une manière de tenter d’évaluer cela 
consiste à se fonder sur les données des entreprises (au niveau sectoriel ou 
au niveau individuel). Cela suppose que les secteurs pour lesquels on 
dispose de données représentent bien des marchés pertinents au sens de 
l’économie de la concurrence, ce qui dépend en théorie du degré de 
substituabilité des produits, de l’emplacement géographique, des coûts de 
transport, etc. Pour les principales bases européennes, les secteurs 
disponibles pour les données sectorielles sont ceux de la classification 
européenne NACE, ou Nomenclature statistique des Activités 
économiques dans la Communauté Européenne – voir une présentation 
détaillée dans la partie 3 ci-dessous. 
1. Présentation et discussion des méthodes pour estimer le taux de marge 
économique 
On trouve dans la littérature deux grands types d’études se fondant sur les 
données des entreprises (valeur ajoutée, coûts, etc.) pour évaluer l’intensité de la 
concurrence à partir de la profitabilité des entreprises. La première méthode 
consiste à utiliser directement les données comptables des entreprises. La seconde 
méthode est économétrique et fondée sur des équations de croissance. Dans les 
deux cas, l’idée est d’identifier si les profits des entreprises font apparaître un 
certain pouvoir de marché. Il s’agit donc de déterminer un taux de rentabilité (qui 
serait trop élevé), ou encore d’examiner le facteur de marge économique (ou, de 
manière équivalente, l’indice de Lerner
6). 
Méthodes fondées sur l’utilisation directe de données comptables 
La manière la plus naturelle pour évaluer les profits des entreprises est d’utiliser 
leurs données comptables. Le grand avantage de procéder ainsi est d’obtenir un 
                                                 
5 Le facteur de marge économique (ou markup) est défini comme le rapport entre le prix de vente et le coût 
marginal de production : ? ? ???. En situation de concurrence pure et parfaite, le markup est égal à 1 (prix de 
vente égal au coût marginal). Un facteur de marge plus élevé reflète un degré de concurrence plus faible (prix 
supérieur au coût marginal). Le facteur de marge n’est pas directement observable car on ne dispose pas en 
général de données présentant le coût marginal. 
6 L’indice de Lerner est défini par ? ? ????? . Un indice de Lerner de 0 représente une situation de 
concurrence pure et parfaite. Il est équivalent de s’intéresser au markup ? ou à l’indice de Lerner ?, en 
observant que ? ? ? ?? ? ??? . 
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résultat annuel, qui permet de distinguer finement les évolutions temporelles des 
grandeurs concernées. On ne peut néanmoins qu’approcher les grandeurs qu’on 
cherche à mesurer, et, si on s’appuie finement sur les données comptables, on 
court le risque d’obtenir des résultats qui ne sont plus facilement comparables 
entre pays en raison de normes comptables différentes. 
On peut ainsi observer directement le profit d’une firme. Un ratio couramment 
utilisé est celui de l’excédent brut d’exploitation divisé par la valeur ajoutée, mais 
ce ratio inclut la part du profit destinée à la rémunération du capital. Il ne permet 
donc pas de comparer entre eux des secteurs dans lesquels l’intensité 
capitalistique est différente. On peut coupler cela à un examen de l’immobilisation 
du capital ou des profits déclarés par les entreprises dans les enquêtes entreprises 
de l’INSEE. Malheureusement, une telle étude permet difficilement les 
comparaisons internationales en raison des différences dans les normes 
comptables.  
Il est également possible d’approcher directement à partir des données 
comptables, de manière imparfaite, l’indice de Lerner ou le markup. Ainsi, 
Amador et Soares (2012) approchent l’indice de Lerner à partir du pourcentage de 
marge sur coût de revient (price-cost margin) : ??? ? ??????? ????????????????????? . 
L’inconvénient est que cette mesure repose que les coûts variables moyens (et non 
le coût marginal, qui est différent à moins que les rendements d’échelle soient 
unitaires), dépend du cycle économique et peut mesurer d’autres effets que la 
concurrence. Bertinelli, Cardi, et Sen (2011) adoptent une mesure directe de la 
marge économique : ? ? ??????????????????????????????????????????????. Là encore, cette mesure 
assez fruste ne tient pas compte du coût marginal. Dans la plupart des bases de 
données disponibles, elle est de plus inapplicable car on a par construction égalité 
comptable dans ces bases entre la somme des coûts du travail et du capital et de la 
valeur ajoutée7. 
Méthode économétrique 
On peut également s’appuyer sur des méthodes économétriques développées 
depuis la fin des années 1980 (voir notamment Hall (1988) et Roeger (1995)), ce 
qui permet facilement de faire des comparaisons internationales. 
Fondamentalement, cette méthode repose sur l’estimation du résidu de Solow, la 
part de la croissance de la production non expliquée par la croissance des facteurs 
de production (capital et travail). 
                                                 
7 C’est notamment le cas dans la base EU-KLEMS. 
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Hall (88) et Roeger (95) 
La méthode développée par Hall (1988) et Roeger (1995) a été ensuite utilisée 
dans de très nombreuses études, avec des données sectorielles ou individuelles au 
niveau des entreprises (en particulier dans des travaux publiés par des institutions 
publiques et des organisations internationales – par exemple par la DG Trésor en 
2007, voir Bouis (2007)). 
Dans son article, Hall montre que, dans un cadre de concurrence imparfaite, le 
résidu de Solow ne mesure plus simplement le progrès technologique mais se 
décompose, en fonction de l’imperfection de la concurrence, en un terme 
représentant le taux de croissance du ratio entre production et capital et un terme 
représentant le progrès technologique. Soient ?? la production et ??? le taux de 
croissance de la production (les minuscules désignent le logarithme des variables), ??? le taux de croissance du capital et donc ??? ? ??? le taux de croissance du 
ratio entre production et capital, ?? le progrès technique et enfin ?? le ratio de 
markup. Hall obtient l’équation suivante pour le résidu de Solow (??) : ??? ? ?? ? ???? ???? ? ???? ? ??? ?? 
Il réarrange cette expression et utilise une régression par variable instrumentale 
(les instruments doivent, dans son expression réarrangée, être corrélés avec le 
rapport entre travail et capital mais pas avec le progrès technologique) pour 
obtenir une estimation de ??. Le résultat qu’obtient Hall est que, sous l’hypothèse 
de rendements d’échelle constants, l’hypothèse de concurrence parfaite n’est pas 
vérifiée pour les secteurs industriels américains avec des données longitudinales. 
L’inconvénient de la méthode est qu’elle repose sur une instrumentation tributaire 
de l’imperfection des instruments (et sur l’utilisation de données sur la production 
en valeur ajoutée et non en production brute, assez fragiles pour certains secteurs). 
La littérature ultérieure considère ainsi que les estimations de Hall sont biaisées à 
la hausse8. 
Roeger utilise quant à lui le fait que le résidu de Solow peut se définir de deux 
manières : en termes de quantités (résidu primal, à partir de la maximisation du 
profit) ou en termes de prix (résidu dual, à partir de la minimisation du coût). 
Dans les deux cas, le résidu se décompose toujours de la même manière. On peut 
alors éliminer le progrès technologique par une simple soustraction entre le résidu 
de primal et le résidu dual basé sur les prix, et on obtient une estimation de 
l’indice de Lerner, qui donne immédiatement le markup9. Si le point de départ est 
                                                 
8 Voir Boulhol (2004). 
9 Comme on l’a vu ci-dessus, le markup ? est relié à l'indice de Lerner ? par l'expression ? ? ? ?? ? ??? . 
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le même que pour Hall, la méthode est ainsi bien plus simple : une régression 
simple suffit sans avoir besoin d’utiliser de variables instrumentales. C’est cette 
version de la méthode que nous utilisons. 
Quand les données le permettent, il est utile d’écrire la régression à partir des 
données de production brute et des consommations intermédiaires, plus fiables 
que les données en valeur ajoutée10. 
Limites et problèmes connus (et manières de tenter de les résoudre) 
Par construction, la méthode utilisée ne permet pas de comparaison temporelle 
fine. Les bases de données ne fournissant que des données annuelles, on ne peut 
donc obtenir que des moyennes sur plusieurs années si l’on veut disposer d’assez 
de points pour une régression. On n’a donc pas une mesure de la réalité d’un 
secteur pour une année donnée, mais plutôt une moyenne des comportements de 
marge des producteurs sur une certaine période et les niveaux mesurés par les 
markups ne prennent donc pas en compte les réformes les plus récentes. 
Un autre problème est celui de la disponibilité des données.  
- Les données sur le coût du capital, en particulier, sont généralement 
fragiles dans les bases de données disponibles. Christopolou et Vermeulen 
(2008) et Boulhol (2008) prouvent que les erreurs sur le capital ont 
tendance à biaiser à la hausse l’estimation du markup. Il est ainsi possible 
que des valeurs élevées de facteurs de marge reflètent en partie des primes 
de risque élevées au sein d'un secteur spécifique. Toutefois, ceci ne change 
en rien les conclusions dans la comparaison internationale des markups 
d'un secteur donné, sous l'hypothèse que le coût du capital au niveau 
sectoriel est le même quel que soit le pays. 
- Il est nécessaire de disposer du taux de dépréciation du capital. Certaines 
bases de données fournissent un taux de dépréciation au niveau de la firme 
ou du secteur, mais il s’agit alors en général d’un taux conventionnel, issu 
des normes comptables ou fiscales. La pratique est donc de choisir un taux 
de dépréciation uniforme (en général 5 %). C’est la méthode retenue ici, 
mais nous présentons un test de sensibilité sur cette donnée. 
- La production des différents secteurs est évaluée au prix de base (c'est-à-
dire intégrant les subventions). Dans ce contexte, les subventions, comme 
par exemple dans l'agriculture, viennent majorer les markups. Le problème 
est moins prégnant pour des secteurs peu subventionnés comme ceux 
étudiés ici. 
                                                 
10 Voir notamment une discussion de ce point dans Christopolou et Vermeulen (2008). 
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Enfin, une hypothèse importante mérite d’être soulignée. L’estimation repose sur 
l’hypothèse de rendements d’échelle constants. Notons que la prise en compte de 
rendements d’échelle croissants conduirait à des markups estimés encore plus 
importants. Il est possible, en utilisant des données au niveau des firmes, de 
s’abstraire de cette hypothèse (Dobrinsky, Kőrösi, Markov et Halpern (2004)). 
2. Présentation détaillée de la méthode de Roeger 
Estimation 
On part d’une fonction de production néoclassique Cobb-Douglas qui permet 
d’écrire le résidu de Solow (à partir de la maximisation des profits) et son dual (à 
partir de la minimisation du coût).  
Soient ?? la production et ??? le taux de croissance de la production, ??? le taux 
de croissance du capital, ??? le taux de croissance du facteur travail et ??? le 
taux de croissance des consommations intermédiaires (les minuscules désignent 
les logarithmes des variables). Notons ???? ??? et ??? les parts respectives du 
travail, du capital et des consommations intermédiaires dans le revenu. On a donc ??? ? ??? le taux de croissance du ratio entre production et capital. On note ?? le 
progrès technique et ?? le markup. On peut noter que le résidu de Solow est donc ??? ? ??? ? ?????? ? ?????? ? ??????. 
Soient ??? le taux de croissance du prix de la production ??, ??? la variation des 
salaires, ??? la variation du prix des consommations intermédiaires et ??? la 
variation du coût d’usage du capital. 
On obtient le résidu de Solow primal (???) et le résidu dual basé sur les prix 
(????? : ??? ? ??? ? ?????? ? ?????? ? ?????? ? ?? ? ???? ???? ? ???? ? ??? ?? ????? ? ??? ? ?????? ? ?????? ? ?????? ? ?? ? ???? ???? ? ???? ? ??? ?? 
En additionnant ces deux expressions, on obtient une équation en termes purement 
nominaux dans laquelle le progrès technique disparaît. Rappelons que le taux de 
croissance de la production nominale est ??????? ? ??? ? ???. Le résidu de 
Solow en termes nominaux s’écrit : 
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???? ? ???? ? ??????? ? ???? ? ??????? ? ????? ?? ? ??? ? ???????? ? ????? ?? ? ???? ????? ? ???? ? ???? ? ????? 
C’est une équation simple du type ?? ? ??? (avec ? ? ? ? ??? l’indice de Lerner, 
supposé pour les besoins de l’estimation être constant dans le temps et à partir 
duquel on retrouve immédiatement le markup). On peut ainsi estimer ? dans 
l’expression : ?? ? ??? ? ?? 
par l’estimateur MCO. 
Calcul des intervalles de confiance. 
La régression donne ??  un estimateur de ? (l’indice de Lerner) et ?? son écart-type. 
On cherche à calculer à partir de ces valeurs l’intervalle de confiance ??? ???tel 
que, pour un seuil de confiance ?, ??? ? ??? ??? ? ? ? ?. Conformément à la 
pratique habituelle, on part de l’hypothèse que 
??????  suit une loi de Student à ? ? ? 
degrés de liberté (où ? est le nombre d’observations utilisées), ce qui permet 
facilement d’en déduire l’intervalle de confiance : ??? ?? ? ???? ? ?? ? ???? ????? ? ??? ? ?? ? ???? ????? ? 
où ???? ?????  est le quantile d’ordre ? ? ? ??  de la loi de Student à ? ? ? degrés de 
liberté. 
On s’intéresse au markup, fonction convexe de l’indice de Lerner. Sa distribution 
est donc asymétrique (étalée à droite) et l’intervalle de confiance ne sera pas 
symétrique. Le markup est défini par ? ? ? ? ??. Son intervalle de confiance au 
seuil ? est donc : ? ?? ? ?? ? ?? ? ???? ????? ? ? ?? ? ?? ? ?? ? ???? ????? ?? 
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3. Données utilisées 
Parmi les bases de données disponibles sur le plan international, nous avons 
retenu les deux principales bases détaillées au niveau sectoriel (des bases de 
données au niveau des entreprises, plus parcellaires, existent également) : la base 
EU-KLEMS développée par un consortium de centres de recherche pour le 
compte de l’Union européenne
11 et la base STAN de l’OCDE12. Ces données 
permettent des comparaisons internationales, même s’il faut bien entendu garder à 
l’esprit qu’une comparabilité parfaite n’est jamais possible. 
Ces deux bases s’appuient sur la classification internationale des activités ISIC 
(International Standard Industrial Classification of all economic activities, 
classification du département de statistiques de l’ONU) qui est le standard 
international auquel se conforment les comptabilités nationales des pays 
développés (en particulier, la classification européenne officielle 
NACE - Nomenclature statistique des Activités économiques dans la 
Communauté Européenne - s’appuie sur la classification ISIC, tout en étant plus 
détaillée). La classification ISIC ayant été révisée en 2008 (passage de la rev. 3.1 
à la rev. 4), les deux bases de données ont dû être récemment révisées, ce qui pose 
des problèmes de compatibilité ascendante et de disponibilité des données que 
nous détaillons ci-dessous pour chacune des deux bases. 
Au final, nous utilisons les données KLEMS pour une comparaison générale de 
différents secteurs dans 8 pays européens. Nous utilisons ensuite les données des 
deux bases pour une analyse plus détaillée de deux secteurs, le secteur de 
l’hôtellerie-restauration et le secteur agro-alimentaires, qui ferons l’objet 
d’analyses détaillées dans la suite de cette partie. 
KLEMS 
Nous utilisons les données issues de la base KLEMS qui couvrent moins de pays 
mais sont plus complètes que celles de STAN (voir ci-dessous). Le grand 
inconvénient de KLEMS est de ne pas fournir de données pour le coût d’usage du 
capital. Nous utilisons, comme c’est l’usage dans la littérature (voir Christopolou 
et Vermeulen (2008)), un coût d’usage défini au niveau de l’ensemble de 
l’économie et non au niveau sectoriel. 
La base KLEMS existe en deux versions : 
                                                 
11 utilisée par exemple dans Christopoulou et Vermeulen (2008) 
12 utilisée dans Bouis (2007) ou dans Przyba et Roma (2005) 
100
- Une version ancienne est basée sur la classification NACE rev3 : elle 
couvre 30 pays et 72 secteurs mais les données s’arrêtent en 2007. 
- Une version plus récente est basée sur la nouvelle classification NACE 
rev4 des secteurs : elle couvre seulement 10 pays et 34 secteurs, avec des 
données allant jusqu’en 2010. Seuls deux pays (EUA et Japon) fournissent 
des données en production brute, pour les autres c’est la valeur ajoutée qui 
est renseignée. 
Nous utilisons les données de la version la plus récente. Nous disposons donc de 8 
pays européens. Notons que la période de comparaison est contrainte par le fait 
que les données ne sont pas disponibles sur la même période pour tous les pays 
(ainsi elles sont disponibles de 1980 à 2010 pour la France mais de 1991 à 2009 
pour l’Allemagne). 
Les résultats sont peu différents entre les deux spécifications rencontrées dans la 
littérature (taux de dépréciation de 5 ou de 8 %). Les différences sont en effet de 
l’ordre de quelques centièmes (en général, le markup avec 8 % est légèrement 
plus élevé). 
STAN 
La base STAN de l’OCDE couvre plus de pays que la base KLEMS, et est plus 
détaillée au niveau sectoriel. Elle pose néanmoins un problème particulier pour ce 
qui est de la disponibilité des données. La nouvelle base publiée en 2008 suite à la 
révision de la classification ISIC couvre seulement 15 pays pour l’instant contre 
34 pays pour la version antérieure, toujours disponible mais dont les données 
s’arrêtent en 2007 pour la plupart des pays. De plus, dans la nouvelle base rev4, 
parmi les pays disponibles, certains ne renseignent pas les données concernant le 
capital (coût et stock), indispensables pour notre estimation. C’est en particulier le 
cas de la France ou du Royaume-Uni. 
Pour cette raison, nous n’utilisons cette base que pour une analyse plus détaillée 
des secteurs HCR et agro-alimentaire, en nous basant sur la version ancienne de 
STAN (donc avec une fin des données en 2007). 
Pour ce faire, nous avons donc dû considérer, selon les pays, les données issues de 
la rev3 ou de la rev4. Dans la rev3, nous comparons les secteurs C55 (Hôtels et 
restaurants) et C15 (Produits alimentaires et boissons). Dans la rev4, les secteurs 
D55T56 (accomodation and food services activities) D10T11 (Produits 
alimentaires et boissons, à l’exclusion du tabac). 
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Les plages temporelles disponibles, en fonction des pays, sont données dans le 
tableau suivant pour les pays présents dans STAN rev4. Sur les 15 pays présents 
dans la base, 9 fournissent des données pour les secteurs pris en compte. Nous 
avons indiqué les données disponibles en rev3 quand elles sont plus larges : 
Disponibilité des données STAN (mai 2013) 
Pays 
Agro-alimentaire (C15 et 
D10T11) 
HCR (C55 et D55T56) Version 
GE n/a 1991-2010 4 
GE 1991-2008 1991-2009 3 
FR n/a 1978-2007 3 
BE n/a 1995-2011 4 
AUS 1976-2007 1976-2007 3 
CZ 1995-2011 1995-2011 4 
DK n/a 1993-2011 4 
FI 1975-2011 1975-2011 4 
IT n/a 1980-2007 3 
NL n/a 1987-2007 3 
SP n/a 1995-2007 3 
UK n/a 1996-2007 3 
4. Détail des régressions effectuées 
Données STAN 
Variables utilisées 
On utilise les variables suivantes dans la base STAN : PROD, CPGK, GFCF, 
GFCK, EMPN, EMPE, LABR, VALU. 
Ces variables sont définies de la manière suivante dans la base : 
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– PROD : Production (Gross Output) at current prices ; 
– CPGK : Gross Capital Stock, volumes ; 
– GFCF : Gross Fixed Capital Formation at current prices ; 
– GFCK : Gross Fixed Capital Formation, volumes ; 
– EMPN : Total Employment, Number Engaged ; 
– EMPE : Number of Employees ; 
– LABR : Labour compensation of employees ; 
– VALU : Value Added at current prices. 
Pour déterminer le coût d’usage du capital, ?, on utilise le taux d’inflation (GDP 
Deflator fourni par ailleurs par les données OCDE). L’inflation anticipée est 
approchée par un filtre HP sur l’inflation (trend annuel débutant en 1970, avec 
Lambda=100), le taux de dépréciation du capital ? est supposé constant (égal à 
5 %). ? ? ?????????? ? ??? ? ??. Cette spécification est souvent rencontrée dans la 
littérature ;  
Régression 
On obtient les séries suivantes, en reprenant les notations utilisées dans la 
présentation de la méthodologie : ??? ????? ? ????????? ? ????????????? ??? ? ????????? ? ????????????? ??? ? ?????? ? ?????????? ??? ? ????????? ? ????????????? ??? ? ?????????????? ? ?????????????????????? ??? ? ??? ? ???????? ? ????? ? ???????????? ? ????????? ??? ? ????? ? ??????????????? ??? ? ????? ? ?????????? ?? ? ??? ????? ? ??????? ? ???? ????????? ? ???? ? ?? ? ??? ? ????????? ???? ?? ? ??? ????? ? ???? ? ???? 
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Données KLEMS 
Variables utilisées 
On utilise les variables suivantes : VA, CAP_QI, EMP et LAB. 
Ces variables sont définies de la manière suivante dans la base : 
– VA : Gross value added at current basic prices (in millions of Euros) ; 
– CAP_QI : Capital services, volume indices, 2005 = 100 ; 
– EMP : Number of persons engaged (thousands) ; 
– LAB : Labour compensation (in millions of Euros). 
On définit le coût d’usage du capital, ?, comme suit : ? ? ???? ? ? ? ?? 
Où ?? est le déflateur de l’investissement (on utilise le déflateur global de la 
FBCF pour toute l’économie dans la base macroéconomique Ameco de l’UE, 
price deflator gross fixed capital formation: total economy dans Ameco 3) et ? ? ?, le taux d’intérêt réel, sera aussi tiré de la base Ameco (real long-term 
interest rate, GDP deflator dans Ameco 13). Le taux de dépréciation du capital ? 
est comme précédemment supposé constant (égal à 5 %). 
Régression 
On obtient les séries suivantes en réécrivant la régression en valeur ajoutée13 (la 
version récente de KLEMS ne fournit plus les données de productions et de 
consommations intermédiaires pour les pays européens) : ??? ? ??? ? ??????? ? ??????????? ??? ? ??????????? ? ??????????????? ??? ? ?????? ? ?????????? ??? ? ???????? ? ???????????? ??? ? ???????????? ? ???????????????????? ??? ? ?????? ?? ? ??? ? ??? ? ?????? ? ???? ???? ? ???????? ? ???? 
                                                 
13 ?? ne désigne donc plus ici la production mais bien la valeur ajoutée. 
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?? ? ??? ? ??? ? ???? ? ???? 
5. Résultats pour 7 secteurs sur données KLEMS 
Les tableaux de résultats détaillés, avec la valeur de l’écart-type et l’intervalle de 
confiance à 90 % le cas échéant, sont présentés en annexe. 
Comparaison de différents secteurs dans 8 pays européens dans une période 
récente 
Nous comparons d’abord les valeurs moyennes prises par le markup dans une 
période récente (2002 à 2009) pour les 8 pays européens considérés, pour 7 grands 
secteurs (ou 4 secteurs, selon le pays – voir ci-dessous une discussion de la 
disponibilité sectorielle des données). 
Choix des secteurs 
Les secteurs que nous avons retenus sont les suivants : industrie, construction, 
commerce de détail, transport et logistique, technologies de l’information, 
hôtellerie-restauration et « services professionnels » – dans ce dernier cas, il s’agit 
plus précisément des secteurs M et N de la classification ISIC au premier rang, 
professional, scientific, technical, administrative and support service activities. 
Pour deux des pays (Belgique et Espagne), les données KLEMS ne sont pas 
disponibles avec une aussi grande précision au niveau sectoriel que pour les 6 
autres pays. Pour ces deux pays, seuls 4 secteurs sont présentés : industrie, 
construction, hôtellerie-restauration comme pour les 6 autres pays et un secteur 
composite regroupant les business services, l’immobilier et les services financiers. 
Les secteurs ont été choisis selon trois critères : 
– leur importance pour la vie économique, en termes d’emplois et de valeur 
ajoutée – ainsi, pour la France, tous les secteurs comprenant plus d’un 
million d’actifs sont retenus, à l’exception de l’agriculture ; 
– leur importance pour l’analyse du degré de concurrence de la société 
(ainsi, certains secteurs, comme le transport ou le secteur HCR, sont 
souvent pointés du doigt comme étant peu concurrentiels dans les 
recommandations des organisations internationales, comme celles de 
l’Union européenne, ou dans les analyses sectorielles
14) ; 
                                                 
14 Voir Bouis (2007) pour le cas de la France et infra une revue de littérature sommaire pour le cas du secteur 
HCR en France. 
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– la significativité des résultats obtenus (qui dépend notamment de la qualité 
et de la significativité des données sur le capital : pour certains secteurs 
peu capitalistiques comme l’immobilier ou l’agriculture, les résultats 
peuvent être très biaisés). 
Choix de la période 
Le choix de la période est contraint par deux facteurs : 
- Une période plus courte permet de mieux refléter la situation actuelle. 
- Une période plus longue permet d’avoir une plus grande significativité 
dans les résultats. 
Lecture des graphiques 
Les graphiques ci-dessous indiquent, pour chaque pays, la valeur du markup, et la 
comparent à deux autres valeurs : 
- la valeur moyenne du markup pour les pays considérés15 – cette moyenne 
est surtout présentée à titre informatif, car il s’agit d’une moyenne non 
pondérée par la taille des pays, qui ne saurait donc être considérée comme 
un résultat pour l’ensemble de la zone composée des 8 pays analysés ; 
- la plus faible valeur existant pour le markup dans chaque secteur parmi les 
pays représentés pour ce secteur (donc le degré de concurrence maximal)9. 
Présentation des résultats 
Les résultats pour les différents pays peuvent être mis en regard avec les 
recommandations des différentes institutions internationales, qui mettent de plus 
en plus souvent en avant la situation concurrentielle. C’est le cas par exemple des 
études produites par l’OCDE. C’est également le cas des recommandations 
annuelles adoptées par le Conseil de l’Union européenne (sur proposition de la 
Commission européenne), qui s’intègrent désormais dans le nouveau « semestre 
européen ». Ainsi, pour les dernières recommandations adoptées en juillet 201316, 
seuls deux des 8 pays analysés ici (Pays-Bas et Royaume-Uni) n’ont pas de point 
concernant la concurrence dans leur recommandation. Pour les autres pays, les 
secteurs pointés du doigt sont souvent les mêmes : services professionnels (pour 
les 6 pays), transport ferroviaire (pour les 6 pays à l’exception de la Belgique), 
commerce de détail (Belgique, Allemagne, France, Espagne). Il faut bien noter 
                                                 
15 8 pays considérés pour industrie, construction et hôtellerie-restauration ; 6 pays pour commerce de détail, 
transport et logistique, et business services ; 2 pays seulement, Espagne et Belgique, pour le secteur 
composite regroupant les business services, l’immobilier et les services financiers. 
16 Voir http://www.consilium.europa.eu/uedocs/cms_data/docs/pressdata/en/ecofin/137875.pdf  
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que l’expression de « services professionnels » souvent utilisée dans les 
recommandations européennes n’est pas définie précisément au sens des 
nomenclatures d’activités. Elle est sans doute moins large que l’agrégat très large 
que nous appelons « services professionnels » ici (professional, scientific, 
technical, administrative and support service activities). 
 
La situation des Pays-Bas est très contrastée avec une situation très peu 
concurrentielle dans l’industrie, alors que les services sont proches des meilleurs 
niveaux observés (en particulier dans le commerce de détail ou l’hôtellerie-
restauration). Le fait que les Pays-Bas n’aient pas de recommandation concernant 
la concurrence est sans doute significatif du fait que la politique actuelle de la 
Commission européenne consiste à mettre l’accent sur la concurrence dans le 
secteur des services17, en considérant donc implicitement que la situation dans 
l’industrie est moins problématique. 
                                                 
17 Cette politique est notamment visible dans l’importance accordée au suivi de la directive Services et dans 
les discussions sur une éventuelle directive Services II. 
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 Le Royaume-Uni bénéficie d’une industrie très concurrentielle, alors que certains 
des secteurs de services (notamment le commerce de détail, sans doute plombé 
par la position dominante du groupe Tesco, ou les technologies de l’information) 
sont nettement moins favorisés. Curieusement, cette situation n’a pourtant pas 
entraîné de recommandation de l’Union européenne. 
 
L’Autriche est un des pays les moins concurrentiels dans le panel considéré. Seuls 
les « services professionnels » (dont il faut rappeler qu’il s’agit d’un agrégat très 
large) et le transport sont légèrement inférieurs à la moyenne des pays examinés. 
Pourtant, les recommandations européennes adressées à l’Autriche sont très 
ciblées : c’est seulement dans le secteur des services (en particulier les services 
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professionnels au sens des recommandations européennes) et dans le transport 
ferroviaire que des efforts sont demandés. S’y ajoute néanmoins une demande de 
renforcement de l’autorité de la concurrence fédérale autrichienne. 
 
La France est le seul pays, avec l’Autriche, où aucun des secteurs retenu n’a le 
markup le moins élevé. En revanche, la situation est presque toujours meilleure 
que la moyenne des pays examinés. Seule la construction ou certains secteurs des 
services (en particulier le transport ou l’hôtellerie-restauration), atteignent ou 
dépassent légèrement la moyenne des pays analysés, et présentent donc une 
concurrence relativement plus basse. Ce constat contraste avec des 
recommandations européennes plutôt sévères, la France étant pointée du doigt tant 
pour la concurrence dans les services (services professionnels, au sens que cette 
expression prend dans les recommandations européennes, et commerce de détail – 
l’Union européenne recommandant une installation facilitée et la légalisation de la 
revente à perte) que pour l’énergie (avec une demande de suppression des tarifs 
réglementés) ou le transport ferroviaire. 
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 L’Allemagne a une industrie relativement peu concurrentielle, mais une situation 
très contrastée dans les services : les technologies de l’information ou l’hôtellerie-
restauration sont très concurrentiels tandis que les « services professionnels » ou 
le transport le sont beaucoup moins. La recommandation européenne à 
l’Allemagne reflète cette réalité, en se concentrant sur la construction, les services 
professionnels (au sens que prend cette expression dans les recommandations 
européennes), le commerce de détail et le transport ferroviaire. 
 
L’Italie est surtout pénalisée par une situation très défavorable pour les 
technologies de l’information ou les « services professionnels », tandis que la 
situation dans l’industrie ou dans le commerce est bien meilleure. Cela reflète 
0
0,5
1
1,5
2
2,5
Industrie
Construction
Commerce de
détail
Transport et
logistique
Hôtellerie-
restauration
Technologies
de…
Services
professionnels
Allemagne 
Allemagne
Moyenne
Meilleur
0
0,5
1
1,5
2
Industrie
Construction
Commerce de
détail
Transport et
logistique
Hôtellerie-
restauration
Technologies
de l'information
Services
professionnels
Italie 
Italie
Moyenne
Meilleur
110
bien les secteurs qui posent problème selon la recommandation de l’Union 
européenne (services professionnels, au sens européen, et services publics locaux, 
industries de réseau), même si cette recommandation insiste sans doute trop, au vu 
de nos estimations, sur le secteur des transports. 
 
 
Pour la Belgique ou l’Espagne, les données sectorielles sont beaucoup moins fines 
que pour les 6 autres pays. On peut néanmoins constater une industrie moins 
concurrentielle en Belgique qu’en Espagne, tandis que la situation dans les autres 
secteurs, en particulier dans les services, est comparable. Les données ne sont 
donc pas assez fines pour comparer cette situations aux recommandations de 
l’Union européenne (qui se concentrent sur le commerces de détail, les services 
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professionnels, au sens européen, la téléphonie mobile, l’énergie, les postes pour 
la Belgique, alors que l’Espagne n’est pointée du doigt que pour les services 
professionnels, au sens européen, le commerce de détail et le transport 
ferroviaire). 
Évolution dans 8 pays européens 
Pour compléter l’analyse précédente, nous considérons maintenant le markup 
moyen sur trois périodes de 8 ans : 1988-1995, 1995-2002, 2002-2009. Pour 
l’Allemagne, seules les deux dernières périodes sont disponibles du fait de la 
réunification allemande de 1990 qui limite la profondeur temporelle des données. 
Cela permet d’observer une partie des évolutions à l’œuvre, même s’il faut traiter 
ces résultats avec précaution. Les résultats sont présentés dans les graphiques ci-
dessous. 
 
Pour le secteur industriel, il est à noter qu’aucun des 8 pays considérés n’a 
d’évolution significative à la baisse. En revanche, la hausse du markup (et donc la 
baisse de la concurrence) est marquée dans certains pays, notamment l’Autriche, 
les Pays-Bas et l’Allemagne, ce qui est compatible avec un mouvement de 
concentration au long de ces deux décennies. Le niveau élevé observé en Autriche 
et aux Pays-Bas est donc le fruit d’une évolution assez récente. 
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 Dans le secteur de la construction, les évolutions sont peu marquées pour la 
plupart des pays, notamment la France et l’Italie. On observe en revanche une 
hausse très marquée du markup en Autriche, et une hausse moins marquée en 
Belgique et en Espagne. Le cas de la France est plus ambigu, avec une baisse 
suivie d’une hausse très marquée en fin de période. 
 
Dans le secteur du commerce de détail, on observe une tendance marquée à la 
baisse de la concurrence pour le Royaume-Uni (pays dans lequel le secteur est 
marqué par la position très dominante d’un seul groupe, Tesco, comme on l’a 
souligné plus haut). Cette tendance est encore plus importante pour l’Autriche. Le 
cas de la France et celui des Pays-Bas sont plus contrastés. Dans les deux pays, on 
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observe d’abord une hausse et ensuite une baisse en troisième période. Pour la 
France, comme on le verra ci-dessous, le résultat reflète sans doute les évolutions 
de la réglementation dans le secteur. Pour les Pays-Bas, ce résultat pourrait être la 
conséquence d’un phénomène abondamment commenté : celui d’une guerre des 
prix très intense observée dans le commerce de détail à partir de 2003 et qui a fait 
chuter les prix (et les marges) des principaux groupes du secteur18. 
 
Le secteur du transport et de la logistique connaît peu d’évolutions marquées pour 
l’Autriche, la France, l’Allemagne ou le Royaume-Uni. En revanche, on peut 
distinguer une baisse du markup en Italie, et une hausse aux Pays-Bas. Ce constat 
devrait sans conduire à nuancer le jugement négatif porté sur les transports italiens 
dans les recommandations de l’Union européenne. 
                                                 
18 Voir par exemple une description dans « Winners and Losers in a Major Price War », par Harald van 
Heerde, Els Gijsbrechts et Koen Pauwels, Journal of Marketing Research, octobre 2008, vol. 45, n°5, p. 499-
518. 
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 Dans le secteur HCR, les évolutions les plus marquées sont la forte hausse du 
markup en Autriche depuis le milieu des années 1990 et sa forte baisse au 
Royaume-Uni à la même période. Pour les autres pays, la situation semble stable 
et très similaire d’un pays à l’autre. 
 
Le secteur des technologies de l’information se caractérise par des évolutions très 
contrastées et très fortes en comparaison avec les autres secteurs que nous avons 
considérés. Pour la France et l’Allemagne, on observe une baisse très marquée du 
markup (et donc une hausse de la concurrence), alors que les 5 autres pays pour 
lesquels les données sont disponibles se caractérisent par des hausses fortes et 
continues du markup, particulièrement importante en Italie. 
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 Pour le secteur des « services professionnels »19, l’évolution la plus notable est la 
forte baisse du markup observée au Royaume-Uni au milieu des années 1990 et 
qui reflète peut-être la forte dérégulation du secteur des services à cette période 
(en particulier les services liés au secteur financier : services légaux, comptables, 
etc.). Pour les autres pays, les positions relatives observées pour la dernière 
période apparaissent très stables dans le temps au cours des deux décennies 
considérées. 
Évolution et moyenne mobile dans le cas français 
Pour compléter l’analyse précédente, nous considérons maintenant en détail 
l’évolution du markup dans le cas français. 
Nous commençons par présenter, comme ci-dessus, le markup moyen sur trois 
périodes de 8 ans : 1988-1995, 1995-2002, 2002-2009. Cela permet d’observer 
une partie des évolutions à l’œuvre. Les résultats sont présentés dans les 
graphiques ci-dessous. 
                                                 
19 Rappelons, comme précisé plus haut, que ce secteur est très large : il s’agit des secteurs M et N de la 
classification ISIC au premier rang, professional, scientific, technical, administrative and support service 
activities. 
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On observe une évolution très contrastée, en particulier, pour le secteur du 
commerce de détail. Après une baisse marquée (et significative au sens 
statistique) de la concurrence entre la première et la deuxième période, celle-ci 
augmente en fin de période. Ce résultat peut sans doute se rapprocher des analyses 
du secteur, qui soulignent son caractère peu concurrentiel historiquement en 
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France (en comparaison des meilleurs pays européens), aggravé par les évolutions 
de la réglementation dans les années 1990 (notamment la loi Raffarin de 1996 qui 
durcit les conditions d’implantation)
20. Le mouvement de dérégulation dans les 
années 2000 pourrait expliquer l’évolution observée ensuite. 
En revanche, à l’exception des technologies de l’information), tous les autres 
secteurs connaissent une baisse de la concurrence entre la deuxième et la 
troisième période considérée. La vision d’une situation globale satisfaisante de la 
concurrence en France doit donc être nuancée au regard d’une analyse en termes 
de markup. 
Afin d’affiner les évolutions, nous présentons aussi l’évolution en moyenne 
mobile dans le graphique ci-dessous : 
 
En considérant l’évolution en moyenne mobile, l’analyse faite ci-dessus à partir 
de l’examen de trois périodes est confirmée pour la majorité des secteurs. C’est en 
particulier le cas pour l’industrie, la construction, le commerce de détail ou le 
secteur « transport et logistique ». 
                                                 
20 On peut ainsi consulter La Loi Galland sur les relations commerciales - jusqu’où la réformer ? de Marie-
Laure Allain, Claire Chambolle et Thibaud Vergé, opuscule CEPREMAP n°13, 2008 ; Les Soldes de la loi 
Raffarin - le contrôle du grand commerce alimentaire, de Philippe Askhénazy et Katia Weidenfeld, opuscule 
CEPREMAP n°7, 2007 ; ou encore Les relations commerciales entre fournisseurs et distributeurs, de Claire 
Borsenberger, Trésor-éco n°3, novembre 2006. Notons aussi que Bouis (2007) considère que ce secteur fait 
partie des trois secteurs de l’économie française qui souffrent le plus d’un manque de concurrence. 
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Ce graphique permet en revanche d’affiner l’analyse pour les trois autres secteurs. 
Pour le HCR et les « services professionnels », la hausse paraît plus régulière et 
continue qu’en considérant trois périodes. En ce qui concerne les technologies de 
l’information, si la baisse du markup observée plus haut se confirme, on observe 
néanmoins une hausse en fin de période, qui vient nuancer la vision favorable en 
termes de concurrence qu’on peut tirer de l’analyse précédente pour ce secteur. 
6. Résultats détaillés pour les secteurs HCR et agro-alimentaire (données 
STAN et KLEMS) 
Taux de marge dans l’agro-alimentaire 
Les deux graphiques ci-dessous présentent les markups dans le secteur agro-
alimentaire, calculé à partir d’une régression sur les données KLEMS pour 8 pays 
européens. 
Le premier graphique présente le markup moyen pour sur l’ensemble de la 
période où les données sont disponibles pour chaque pays, avec l’intervalle de 
confiance à 90%, en moyenne. Tous les markups sont significativement différents 
de 1.  
Markup moyen dans le secteur agro-alimentaire pour 8 pays européens et IC 
à 90 % 
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Le markup français est supérieur à tous les autres pays considérés ici, à 
l’exception des Pays-Bas. Il est par ailleurs relativement élevé en valeur absolue 
(1,65 contre 1,44 pour l’ensemble de l’économie). 
Pour analyser plus finement la situation du secteur, nous présentons aussi 
l’évolution du markup. Pour cela nous découpons la période où les données sont 
disponibles pour la plupart des pays (1981-2010) en trois périodes égales. Nous 
obtenons trois moyennes sur trois périodes de 10 ans (1981-1990, 1991-2000, 
2001-2009 ou 2001-2010 selon la disponibilité des données). Les résultats sont 
plus fragiles, la régression se faisant sur un faible nombre de points. Ces résultats 
doivent donc être interprétés avec précaution. 
Évolution du markup dans le secteur agro-alimentaire  
 
Si l’on peut observer une tendance récente à la baisse, le markup français reste 
élevé, notamment durant les deux premières périodes. Il est donc légitime de 
s’intéresser au fonctionnement de ce secteur, ce qui est fait plus en détail dans le 
chapitre 4. 
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Taux de marge dans le secteur HCR 
Les deux graphiques ci-dessous présentent les markups dans le secteur HCR, 
toujours calculé à partir d’une régression sur les données KLEMS pour 8 pays 
européens. 
Le premier graphique présente le markup moyen pour sur l’ensemble de la 
période où les données sont disponibles pour chaque pays, avec l’intervalle de 
confiance à 90%, en moyenne. Tous les markups sont significativement différents 
de 121. 
Markup moyen dans le secteur HCR pour 7 pays européens et IC à 90 % 
 
Sur longue période, le markup français est très proche de 1, donc du degré de 
concurrence maximal. Il est par ailleurs le plus bas des 7 pays présentés, et très 
inférieur au markup pour le reste de l’économie (1,44). Le résultat peut sembler 
surprenant étant donné l’évolution des prix dans ce secteur (voir chapitre 5). 
Pour nuancer le tableau, nous nous intéressons ensuite à l’évolution des markups 
en considérant là encore les moyennes sur trois périodes de 10 ans (1981-1990, 
1991-2000, 2001-2009 ou 2001-2010 selon la disponibilité des données).   
                                                 
21 Seul le markup pour l’Italie dans le secteur HCR n’est pas significatif et n’est pas inclus dans le graphique. 
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Évolution du markup dans le secteur HCR  
 
Le résultat observé sur longue période est beaucoup plus contrasté. Si le markup 
français est effectivement bas en début de période, il augmente assez rapidement 
(seule l’Autriche connaît une augmentation plus importante). Dans la troisième 
période considérée, la France est au troisième niveau sur les 7 pays considérés. La 
concurrence dans le secteur HCR ne peut donc être considérée comme 
satisfaisante. Le chapitre 5 ci-dessous examine plus en détail la situation de ce 
secteur en France. 
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Annexe : Tableaux des résultats détaillés 
Comparaison internationale dans 7 secteurs 
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Évolution des markups en France dans 7 secteurs 
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Évolution des markups en France dans 7 secteurs (suite) 
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Résultats détaillés dans les secteurs HCR et agro-alimentaire 
Régressions sur données STAN 
Les résultats des estimations sont les suivants (période 1992-2007), indiqués avec 
l’intervalle de confiance à 90 % : 
 HCR Plage temporelle 
Allemagne 1,058 (1,014-1,106) 1992-2007 
France 1,139 (1,08-1,206) 1992-2007 
Régressions sur données KLEMS 
Les résultats des estimations sont les suivants, sur la période la plus large 
disponible pour chaque pays, indiqués avec l’intervalle de confiance à 90 %. 
Agro-alimentaire (taux de dépréciation 5%) 
Pays Début 
période 
Fin 
période 
Markups IC_low IC_high 
Autriche 1981 2009 1,54 1,35 1,79 
Belgique 1971 2009 1,56 1,53 1,58 
Espagne 1980 2009 1,55 1,52 1,58 
France 1981 2009 1,65 1,53 1,79 
Allemagne 1992 2009 1,46 1,31 1,65 
Italie 1977 2009 1,63 1,60 1,67 
Pays-Bas 1989 2010 1,96 1,74 2,25 
Royaume-
Uni 
1977 2009 1,58 1,56 1,61 
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HCR (taux de dépréciation 5%) 
Pays Début 
période 
Fin 
période 
Markups IC_low IC_high 
Autriche 1981 2009 1,57 1,32 1,93 
Belgique 1971 2009 1,22 1,21 1,23 
Espagne 1980 2009 1,22 1,20 1,23 
France 1981 2009 1,06 0,99 1,13 
Allemagne 1 992 2009 1,14 0,96 1,40 
Italie 1977 2009 0,92 0,90 0,95 
Pays-Bas 1989 2010 1,29 1,14 1,48 
Royaume-
Uni 
1977 2009 2,85 2,69 3,02 
Agro-alimentaire (taux de dépréciation 8%) 
Pays Début 
période 
Fin 
période 
Markups IC_low IC_high 
Autriche 1981 2009 1,58 1,35 1,91 
Belgique 1971 2009 1,57 1,53 1,61 
Espagne 1980 2009 1,56 1,52 1,60 
France 1981 2009 1,68 1,53 1,87 
Allemagne 1992 2009 1,49 1,30 1,75 
Italie 1978 2009 1,65 1,57 1,75 
Pays-Bas 1989 2010 2,06 1,76 2,48 
Royaume-
Uni 
1978 2009 1,58 1,56 1,61 
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HCR (taux de dépréciation 8%) 
Pays Début 
période 
Fin 
période 
Markups IC_low IC_high 
Autriche 1981 2009 1,57 1,27 2,05 
Belgique 1971 2009 1,23 1,21 1,25 
Espagne 1980 2009 1,22 1,20 1,24 
France 1981 2009 1,06 0,98 1,14 
Allemagne 1 992 2009 1,19 0,95 1,57 
Italie 1978 2009 0,94 0,89 1,01 
Pays-Bas 1989 2010 1,32 1,13 1,59 
Royaume-
Uni 
1978 2009 2,81 2,46 3,28 
Les résultats sont peu différents entre les deux spécifications rencontrées dans la 
littérature (taux de dépréciation de 5 ou de 8 %). Les différences sont en effet de 
l’ordre de quelques %. 
En général, le markup avec 8 % est légèrement plus élevé. Pour les deux secteurs 
considérés l’ordre des 8 pays est le même dans les deux cas avec une seule 
exception : dans le secteur agro-alimentaire, l’Autriche est deuxième dans la 
régression à 5 % et quatrième dans celle à 8 %. Nous discutons les résultats en 
retenant la spécification à 5 %. 
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Chapitre 4 : Les marges dans la filière agro-
alimentaire1 
Les prix des matières premières agricoles sont historiquement très volatils. La 
répercussion de ces fluctuations en aval sur les prix à la consommation des 
produits alimentaires dépend des relations entre fournisseurs et distributeurs et de 
leurs rapports de force. En théorie, les degrés de concentration respectifs des 
fournisseurs et des distributeurs en constituent le principal déterminant, auxquels 
s’ajoutent d’autres facteurs, notamment la différenciation des produits, le cadre 
réglementaire et les effets dynamiques du jeu de la concurrence dans une relation 
verticale suivie. 
Depuis plusieurs décennies, l’équilibre des relations entre distributeurs et 
fournisseurs a largement été modifié au profit de la grande distribution, plus 
concentrée. Les entreprises des industries agro-alimentaires (IAA) apparaissent 
effectivement moins rentables que celles de la distribution en France, mais ce 
constat recouvre des situations contrastées. Les PME du secteur des IAA 
enregistrent une performance en baisse, que compense en partie la bonne 
performance d’une poignée de très grands groupes. La situation globale des IAA 
s’est relativement dégradée du milieu des années 1990 à 2005, les variations de 
prix profitant essentiellement à la distribution. Pour autant, la rentabilité du 
secteur agro-alimentaire français reste dans la moyenne des principaux pays 
développés, la disparité avec la grande distribution s’expliquant plutôt par la 
profitabilité atypique de la distribution française, comme en témoignent les taux 
de marge des principales entreprises et les indices boursiers du secteur. 
Les réformes récentes ont largement renouvelé le cadre réglementaire, notamment 
pour la distribution. À ce stade de la disponibilité des données, les effets de ce 
nouveau rapport de force sur les marges dans la filière ne peuvent être mesurés 
précisément. Néanmoins, un regard sur les évolutions boursières suggère que les 
effets de ces réformes commencent à se faire sentir depuis 2006. 
                                                 
1 Une version antérieure de ce travail a été publiée en 2009 : Étienne Chantrel et Pierre-Emmanuel Lecocq, 
« Les marges dans la filière agro-alimentaire en France », Économie et Prévisions n°189, 2009-3. 
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1. En théorie, la distribution est en position favorable vis-à-vis des 
fournisseurs, à l’exception des plus grands d’entre eux, et des 
consommateurs 
1.1 Les éléments fondamentaux déterminant les rapports de force sont 
ambigus 
a) La concentration joue un rôle essentiel dans la détermination du partage 
du profit entre l'amont et l'aval mais a un effet ambigu sur le bien-être social 
Les modèles économiques inspirés de la théorie des jeux mettent l'accent sur le 
pouvoir de négociation dans l'explication du partage du profit entre amont et aval. 
La concentration et la taille des firmes à un niveau du marché renforcent leur 
pouvoir de négociation face à l’autre niveau du marché. La firme qui est le moins 
économiquement dépendante de l’autre, c'est-à-dire qui a un profit de réserve 
(celui qu’elle peut réaliser si un accord n'est pas trouvé) plus élevé, dispose à 
l’issue de la négociation d’une part du profit supérieure. Signalons néanmoins que 
ces effets peuvent être amoindris, voire renversés, par les effets dus à la 
différenciation des produits (cf. infra). 
Les concentrations ont également un effet sur le bien-être social, à la fois en 
réduisant les incitations à baisser les prix et en décourageant l’innovation et la 
création de nouveaux produits (voir Allain et Waelbroeck [2007]). L’effet d’une 
concentration dans la distribution n’est pas clair : d’une part la réduction de la 
concurrence accroît les marges et donc le prix final, d’autre part les distributeurs 
obtiennent des réductions de prix auprès des fournisseurs, dont une partie est 
ensuite répercutée en baisse du prix final. Ce dernier mécanisme suppose 
néanmoins que la concurrence dans la distribution reste réelle malgré les 
concentrations. 
L’effet des fusions n’est pas nécessairement symétrique entre fournisseurs et 
distributeurs. Allain et Souam2 montrent ainsi qu’une fusion de fournisseurs est 
plus nuisible au bien-être social qu’une fusion de distributeurs, et que les 
distributeurs sont plus incités à fusionner. Ce résultat dépend cependant 
d’hypothèses spécifiques ; Fumagalli et Motta3 montrent quant à eux que ce sont 
les fusions en aval qui sont les plus nuisibles au surplus social dans le cadre de 
deux duopoles se faisant concurrence en tarifs binômes. 
                                                 
2 ALLAIN, Marie-Laure, SOUAM, Saïd, « Concentration horizontale et relations verticales », mimeo, avril 
2007 
3 FUMAGALLI, Chiara, MOTTA, Massimo, « Buyers’ coordination and entry », CEPR Discussion Paper, 
2001 
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Par ailleurs, le rôle des centrales d’achat est ambigu. Elles sont en première 
analyse un atout pour les distributeurs, qui peuvent concentrer leur puissance 
d’achat et maximiser leurs marges au détriment de leurs fournisseurs et des 
consommateurs. Mais la constitution d’une centrale d’achat ne bénéficie pas 
toujours aux distributeurs. En effet, elle permet aux producteurs de s’engager avec 
crédibilité à ne pas discriminer entre les membres de la centrale d’achat. Ce 
pouvoir d’engagement renforce leur pouvoir de négociation vis-à-vis des 
distributeurs (notamment en diminuant la concurrence entre fournisseurs), comme 
le montrent Chambolle, Muniesa et Ravon [2004]. Aujourd’hui, les cinq 
principales centrales d’achat françaises représentent plus de 90% des ventes des 
produits de grande consommation dans les grandes surfaces alimentaires. 
b) Malgré les réformes récentes, le cadre réglementaire joue en faveur des 
distributeurs 
Les contraintes sur l’équipement commercial limitent les risques d'entrée d'un 
nouvel acteur, et renforcent la position des distributeurs en place par le biais d'une 
limitation du linéaire disponible. Ainsi, les contraintes d'urbanisme commercial en 
France ont longtemps limité strictement l'ouverture de grandes surfaces. La 
menace d'entrée d'un concurrent, ou d'extension significative des acteurs déjà 
présents a donc été sensiblement atténuée. Dès lors, la position du distributeur vis-
à-vis du fournisseur comme du consommateur est renforcée. En outre, la 
compétition pour un linéaire en quantité limitée et les règles en matière de fixation 
des prix ont conduit à une hausse des marges arrière, qui ne correspondait plus à 
un réel service rendu par le distributeur au fournisseur mais à une simple 
rémunération de la rareté. Les récentes évolutions réglementaires 
(assouplissements et réformes de la loi Galland depuis 2004 et de la loi Raffarin 
depuis 2008) devraient limiter ces effets.  
Par ailleurs, le pouvoir de marché d’un producteur dépend de son influence dans 
la fixation du prix à la consommation. Sur ce plan, l’introduction de la 
négociabilité tarifaire au début 2008 devrait limiter le pouvoir des fournisseurs. 
c) La différenciation modifie l’intensité de la concurrence 
L’intensité de la concurrence à un niveau du marché et le rapport de force entre 
les différents niveaux du marché dépendent aussi des préférences des 
consommateurs et du degré de différenciation.  
La différenciation horizontale réduit l’intensité de la concurrence à un niveau du 
marché et influe donc sur les revenus que les acteurs pourront obtenir du 
consommateur. Dans un marché très différencié, la concurrence s’atténue, et les 
tarifs pratiqués peuvent être plus élevés en moyenne. 
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Elle joue aussi sur le rapport de force entre les partenaires verticaux, changeant la 
part du profit total de la structure verticale à laquelle ils peuvent prétendre. 
Si les consommateurs sont plus disposés à changer de produit à l’intérieur du 
magasin qu’à changer de magasin, cela renforce la position des distributeurs, 
tandis que les fournisseurs sont renforcés, et ont des marges plus élevées, si les 
consommateurs sont plus attachés aux marques et disposés à changer de magasin. 
Or, le degré de différenciation horizontale entre les producteurs et entre les 
distributeurs influence l’attachement des consommateurs aux marques et aux 
enseignes. Toutes choses égales par ailleurs, une différenciation accrue entre les 
producteurs a par exemple tendance à renforcer la loyauté des consommateurs 
envers les marques et donc la position des fournisseurs. D’autres effets peuvent 
jouer : un distributeur peut choisir un fournisseur offrant un produit différent des 
autres distributeurs dans le seul but de limiter le pouvoir de ce fournisseur, qui ne 
pourra plus jouer du fait qu’il a plusieurs clients (voir Chambolle et Villas-Boas 
[2007]). En général, le nombre de produits a augmenté plus vite que le linéaire 
disponible, ce qui a augmenté le pouvoir relatif des distributeurs ((voir Allain 
[2002]). 
d) Des stratégies dynamiques peuvent conduire les distributeurs à ne pas 
user de leur pouvoir de marché 
Un distributeur peut par exemple être incité à maintenir des commandes à un 
fournisseur peu efficace dans le seul but de le maintenir en vie et d’éviter d’être 
confronté plus tard à une offre trop limitée, qui aurait un pouvoir de négociation 
plus important (voir Bergès et Chambolle [2005]). Par ailleurs, sauf cas particulier 
de hold-up lié à des investissements spécifiques, il n’y a pas de raison qu’un 
fournisseur compétitif soit contraint d’accepter des prix inférieurs à ses coûts. 
1.2  De manière générale, la distribution apparaît en position favorable vis-à-
vis tant des fournisseurs que des consommateurs 
L'émergence de la grande distribution a largement visé à répondre, par le 
regroupement des achats, à la concentration des industries de l'agroalimentaire et 
des produits de grande consommation (cette évolution correspond à la théorie du 
contre-pouvoir de Galbraith selon laquelle les fusions de distributeurs sont une 
réponse aux concentrations dans l’industrie). Depuis plusieurs décennies, 
l’équilibre du secteur a cependant été modifié au profit de la grande distribution : 
la concentration et la différenciation des distributeurs jouent sans doute nettement 
en leur faveur dans le rapport de force avec les fournisseurs pris dans leur 
ensemble. 
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La distribution est très fortement concentrée. Les six plus grands groupements 
d’enseignes détiennent en 2007 72 % de parts de marché parmi les grandes 
surfaces alimentaires. En outre, la part des principaux intervenants est restée très 
stable sur la période, contrairement à ce qui a pu être observé sur d’autres marchés 
comme les États-Unis.  
Par ailleurs, la distribution apparaît fortement différenciée. En effet, les différents 
groupes d'enseignes ont développé une différenciation qui passe notamment par le 
développement des formules de fidélisation. Enfin, les distributeurs ont développé 
des marques propres dites de distributeurs, qui leur permettent de réduire encore 
leur dépendance vis-à-vis des marques nationales, et donc d'accroître leur pouvoir 
de négociation à l'égard de ces dernières. Ces différents facteurs de différenciation 
atténuent la concurrence dans le marché de la distribution, et renforcent la 
position du distributeur vis-à-vis du consommateur. Cet effet est en outre renforcé 
par le relatif rationnement de l’offre commerciale. 
1.3  En particulier, sur les marchés où l'offre est atomistique, et peu 
différenciée, le fournisseur ne sera jamais en mesure de dégager des marges 
substantielles 
Lustgarten [1975], dans une des rares études empiriques existant sur le partage du 
profit entre la grande distribution et ses fournisseurs, porte son analyse sur la 
grande distribution aux États-Unis. Cette étude économétrique montre que, 
lorsque la structure des fournisseurs est atomistique, la concentration 
supplémentaire dans la distribution ne change que peu la situation des 
fournisseurs : ceux-ci ne peuvent dans tous les cas dégager que de faibles profits. 
Dans une approche plus théorique, Shaffer [1991] montre que, lorsque les 
producteurs sont en concurrence parfaite face à un oligopsone de distributeurs, le 
partage du profit entre les firmes se fait entièrement en faveur de l’aval. 
Dans ces conditions, la situation d'un petit fournisseur face à une distribution 
relativement concentrée est forcément défavorable, et ne devrait être que peu 
affectée par une concentration supplémentaire des distributeurs ou par 
l’introduction de la négociabilité tarifaire. 
1.4  A contrario, les plus grands fournisseurs et ceux qui occupent des niches 
de produits sont placés dans une position plus favorable 
Au niveau des fournisseurs, une forte différenciation peut exister. La demande 
spécifique d'un bien renforce la position du fournisseur vis-à-vis du 
consommateur, donc du distributeur. Il peut s’agir de produits très différenciés, 
identifiés comme haut de gamme, de produits d’origine contrôlée, de produits 
labellisés ou encore de produits « bio », par exemple. 
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Quelques grands groupes internationaux se caractérisent, dans les produits de 
grande consommation, par de fortes parts de marché et une importante 
différenciation de leurs produits, acquise notamment grâce à des stratégies de 
communication et de marque très développées.  
Dans les configurations de ce type, plusieurs éléments peuvent néanmoins 
atténuer le poids du fournisseur dans la relation commerciale : 
– une part de marché significative des marques de distributeurs est de nature 
à limiter la pression à la hausse de la part des fournisseurs, à condition que 
ces produits soient effectivement perçus comme des substituts aux 
produits de marque ; 
– si les distributeurs se font une concurrence agressive sur le prix des 
marques distributeurs, cela peut contribuer chez les consommateurs à 
remettre en cause le bien-fondé de prix élevés ; il peut en résulter une 
pression plus forte sur les prix, mais ce risque est atténué dans le cadre 
d'une définition stricte du seuil de revente à perte. 
Si les déterminants théoriques des rapports de force semblent donc ambigus, la 
distribution est bien en position de force. Ce constat global doit néanmoins être 
nuancé en pratique par la diversité des situations à l’intérieur de chacun des deux 
secteurs, visible dans les différentes mesures de la rentabilité. 
2. La rentabilité de l’industrie agro-alimentaire (IAA) est moins élevée que 
celle du commerce, avec des différences marquées dans les IAA selon la 
taille des acteurs considérés 
2.1 Amélioration importante de la rentabilité des grands distributeurs depuis 
1995… 
Parmi les six principaux groupes de distribution en France (Auchan, Leclerc, 
Intermarché, Système U, Carrefour et Casino), seuls Carrefour et Casino sont 
cotés en bourse (Auchan appartient à la famille Mulliez et les trois autres groupes 
ont un statut coopératif). 
Une étude de Natixis4 montre que la rentabilité opérationnelle (ratio du résultat 
d’exploitation
5 sur le chiffre d’affaires) de ces grands groupes, a fortement 
augmenté dans la deuxième moitié des années 1990. Le taux moyen de rentabilité 
d’Auchan, Carrefour et Casino est passé de 2,7 % en 1996 à 5,4 % en 2004, avant 
                                                 
4 Casas A., Raux C. Marges distributeurs alimentaires – industriels : une comparaison sur 10 ans. Natixis 
2007 
5 Le résultat d’exploitation est un solde intermédiaire de gestion rendant compte de la rentabilité d’une 
entreprise (ou d’une activité dans le cas d’une agrégation sectorielle) une fois les seules charges 
d’exploitation (matières premières, coûts salariaux et dotations aux amortissements et provisions) déduites, 
hors prise en compte des résultats financier (charges d’intérêt sur la dette) et exceptionnel. 
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d’entrer dans une phase de baisse liée à l’amorce de changements réglementaires 
dans le secteur. Au total, entre 1996 et 2006, la rentabilité est tout de même en 
hausse (+1 point de marge pour Auchan, +1,3 point pour Carrefour, +2,5 points 
pour Casino). 
La distribution française, entre 1996 et 2004, a quasiment rattrapé les niveaux de 
ses grands concurrents internationaux (Wal-Mart, Target, Kroger et Tesco), avant 
de s’en éloigner un peu entre 2004 et 2006 (voir graphique 1). 
Graphique 1 : Marge de rentabilité opérationnelle comparée des principaux 
distributeurs français et anglo-saxons 
 
Source : Natixis 
Cette hausse de la rentabilité des distributeurs s’est traduite par une forte hausse 
des cours de bourse des grandes entreprises cotées (voir graphique 2). 
2.2 …et de celle des grands fournisseurs  
Cinq groupes français se situent dans les cent premiers groupes mondiaux de 
l’agro-alimentaire : Danone, Lactalis, Pernod-Ricard, Bongrain et Terrena. Seuls 
Danone, Pernod-Ricard et Bongrain sont cotés en bourse (Lactalis appartient à la 
famille Besnier et Terrena est un groupe coopératif). Par ailleurs, les 120 sociétés 
adhérentes de l’ILEC (Institut de liaisons et d'études des industries de 
consommation, association représentant les fournisseurs) représentent 60 % des 
ventes de détail. 
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D’après l’étude de Natixis déjà citée, entre 1996 et 2006, la rentabilité 
opérationnelle des principaux industriels de l’agro-alimentaire a davantage 
augmenté que celle des distributeurs : +6 points pour Danone, +11,8 points pour 
Pernod-Ricard. Les industriels n’ont d’ailleurs pas connu la baisse de rentabilité 
ressentie entre 2004 et 2006 par les grands distributeurs. On peut relier ces bons 
résultats aux effets de différenciation et de niche qui sont plus faciles à mettre en 
œuvre pour les grands fournisseurs. 
L’évaluation boursière des principaux groupes conduit néanmoins à nuancer ce 
constat. Sur la période 1991-2009, on voit que la capitalisation de Danone a 
augmenté à peine plus vite que le SBF 1206, tandis que Bongrain connaissait une 
performance en-dessous de cet indice. Les grands groupes de distribution ont 
connu une performance boursière bien supérieure. Seul Pernod-Ricard a connu 
une performance sur dix ans comparable aux grands groupes de distribution 
(graphique 2). 
Graphique 2 : Capitalisation boursière de deux distributeurs et trois 
industriels des IAA  
 
Note : le pic de la capitalisation boursière de Carrefour en 2000 coïncide avec la fusion avec 
Promodès, 
le pic de la capitalisation boursière de Pernod-Ricard en 2005 coïncide avec le rachat d’Allied 
Domecq 
Source : Datastream 
                                                 
6 Le SBF 120 est un indice boursier déterminé à partir des cours de 40 actions du CAC 40 et de 80 valeurs du 
premier et du second marché les plus liquides cotées sur Euronext Paris parmi les 200 premières 
capitalisations boursières françaises. 
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2.3 La situation des petits fournisseurs est contrastée 
Les données issues de l’enquête « entreprise » de l’INSEE, disponibles de 1996 à 
2005, offrent un panorama plus complet des IAA. Les données des secteurs de la 
branche B0 (IAA) ont été agrégées7 et ventilées en trois groupes : les micro-
entreprises (0 à 9 salariés), les moyennes entreprises (10 à 249 salariés) et les 
grandes entreprises (plus de 250 salariés), qui correspondent en partie aux 
catégories européennes (ces dernières incluent aussi des critères sur le chiffre 
d’affaires). 
Le ratio de rentabilité (excédent brut d’exploitation
8/valeur ajoutée) a été retenu 
car il correspond à la part de la valeur ajoutée qui rémunère le capital (sous forme 
de profit, dividendes ou intérêts d’emprunts)
9
. Ce ratio n’est pas comparable, dans 
l’absolu, pour des entreprises de taille et de secteur différent, un ratio EBE/VA 
plus élevé pouvant simplement indiquer que le secteur est plus capitalistique et 
qu’une part élevée de la valeur ajoutée doit donc être consacrée à la rémunération 
du capital. C’est pourquoi seules les évolutions du ratio sont indiquées dans le 
graphique 3. 
Graphique 3 : Ratio EBE/VA dans les IAA (indice 100 en 1996) 
 
Source : Enquête entreprises de l’INSEE, Base Alisse, calculs DGTPE 
                                                 
7 Cette agrégation inclut : B01 (industries des viandes), B02 (industries du lait), B03 (industries des boissons), 
B04 (travail du grain et fabrication d’aliments pour animaux) et B05 (industries alimentaires diverses), à 
l’exclusion du tabac (B06). 
8 L’excédent brut d’exploitation correspond au solde des ressources que l’entreprise tire de ses activités de 
production, qui lui permettront de rémunérer les capitaux propres et empruntés, de payer l’impôt sur le revenu 
et de financer tout ou partie de sa croissance. Il s’obtient en déduisant les frais de personnel de la valeur 
ajoutée au coût des facteurs. 
9 Pour passer de l’EBE au résultat d’exploitation (utilisé dans les études des grands groupes aux paragraphes 
précédents), on retranche les dotations aux amortissements et provisions, ce qui montre que l’EBE n’est pas 
sensible au mode de financement des entreprises. 
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On observe que la situation des entreprises agro-alimentaires s’est globalement 
dégradée en dix ans. Les micro-entreprises ont connu une lente dégradation de 
1996 à 2000, puis une dégradation plus marquée de 2001 à 2005. Les entreprises 
de plus de 250 salariés ont connu une évolution plus contrastée : période 1996-
2000 stable ou en faible croissance, puis dégradation plus rapide que les PME 
pour 2001-2005. 
En complément, les évolutions du ratio « résultat de l’exercice10/fonds propres11 » 
sont analysées dans la mesure où ce ratio correspond approximativement à une 
mesure de la rentabilité du capital dans les entreprises du secteur (graphique 4). 
Graphique 4 : Rentabilité du capital dans les IAA (indice 100 en 1996) 
 
Source : Enquête entreprises de l’INSEE, Base Alisse, calculs DGTPE 
Pour cette mesure, le contraste entre les micro-entreprises et les grandes 
entreprises est plus marqué. La rentabilité du capital se dégrade pour les 
premières, tandis qu’elle s’améliore pour les secondes.  
                                                 
10 Il s’agit du résultat d’exploitation net du résultat financier et du résultat exceptionnel. 
11 Les capitaux propres regroupent l’ensemble des ressources participant au financement de l’entreprise, 
constitués des apports, c’est-à-dire du capital social (ou individuel), des écarts de réévaluation, des bénéfices 
non distribués, des subventions d’investissement et des provisions réglementées. 
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2.4 Les principaux groupes de distribution ont au final une meilleure 
performance que les fournisseurs, même les plus importants 
Si les grands groupes agro-alimentaires ont de meilleures performances que 
l’ensemble de la cote, ils ont en moyenne une moindre performance que les plus 
grands distributeurs. Ce résultat est confirmé par la comparaison des deux indices 
sectoriels pertinents12 (voir graphique 5). 
Graphique 5 : Évolution comparée des indices boursiers des IAA et de la 
distribution 
 
Source : Datastream 
L’indice du secteur agro-alimentaire enregistre une performance comparable à 
celle de l’ensemble de la cote, alors que celui de la distribution connaît une 
performance notablement plus forte, en particulier sur les périodes 1996-1999 et 
2003-2007, le creux de la période intermédiaire reflétant très vraisemblablement 
l’effet du ralentissement conjoncturel consécutif à l’éclatement de la bulle Internet 
en 2001, dont l’évolution de l’indice SBF120 rend compte. 
                                                 
12 Indice de prix des producteurs de l’agro-alimentaire et indice de prix de la distribution, qui comprend la 
distribution non-alimentaire aussi bien qu’alimentaire (respectivement les séries Datastream FRANCE-DS 
Food Producers et FRANCE-DS Retail). 
141
On peut tirer une conclusion similaire de la comparaison des markups13, estimés 
par la DGTPE sur la période 1993-2004. Cette comparaison permet d’élargir la 
comparaison à l’ensemble des secteurs concernés et non plus seulement aux 
groupes cotés en bourse. 
Tableau 1 : Markups du commerce et de l’industrie agro-alimentaire  
dans 13 pays 
 ALL AUT BEL DNK ESP FIN FRA ITA JAP P-B R-U SUE USA 
IAA 1,09 1,08 1,06 1,09 1,05 1,1 1,12 1,11 1,26 1,08 1,2 1,08 1,13 
Distribution 1.01 1.25 1,06 1,04 1,19 1,2 1,28 1,2 1,17 1,32 1,3 1,22 1,15 
Source : Estimations DGTPE14 
Les données présentées dans le chapitre 3 ci-dessous permettent d’actualiser la 
présentation pour le secteur du commerce de détail, en se limitant aux 6 pays 
européens examinés plus haut. 
Tableau 2 : Markups du commerce de détail dans 6 pays 
Pays Autrich
e 
France Allemag
ne 
Italie Pays-
Bas 
Royaume-
Uni 
1988-1995 1,81 1,65 na 1,75 1,48 1,69 
1995-2002 1,64 1,94 1,54 1,43 1,60 1,61 
2002-2009 2,21 2,02 1,74 1,44 2,50 1,18 
Au total, le secteur de la distribution présente, en France, une profitabilité 
supérieure à celle constatée dans la plupart des autres pays développés. Les 
données les plus récentes indiquent d’ailleurs une hausse de cette rentabilité. La 
principale exception est les Pays-Bas (la situation ayant changé dans ce pays 
depuis le milieu des années 2000). Cette différence s’explique notamment par le 
cadre réglementaire français (absence de négociabilité tarifaire, restrictions fortes 
à l’urbanisme commercial) qui a longtemps limité la concurrence dans le secteur. 
En revanche, le secteur des IAA a une rentabilité proche de la moyenne des pays 
                                                 
13 Le markup, ou marge économique, est une mesure de l’intensité concurrentielle du secteur : plus le secteur 
est concurrentiel, plus le markup se rapproche de 1. Le markup correspond au ratio entre le prix de vente et le 
coût marginal de production : un markup de 1,2 signifie que l’entreprise fixe ses prix à 1,2 fois le coût 
marginal. Le markup intègre donc déjà la rémunération « normale » du capital, ce qui le distingue du taux de 
marge comptable défini par le rapport EBE/VA. Un markup élevé indique des profits anormalement élevés, 
tandis qu’un taux de marge (EBE/VA) élevé peut simplement refléter une forte intensité capitalistique du 
secteur. 
14 Les estimations de markups sont réalisées par la DGTPE, voir Romain Bouis et Caroline Klein, « La 
concurrence favorise-t-elle les gains de productivité ? Analyse sectorielle dans les pays de l’OCDE, 
Économie et Statistique, à paraître. Les deux secteurs pris en compte sont le secteur 15-16 (Fabrication de 
produits alimentaires, de boissons et de produits à base de tabac) et le secteur 52 (Commerce de détail, sauf 
de véhicules automobiles et de motocycles; réparation d'articles personnels et domestiques). 
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développés, malgré des situations contrastées (les petites entreprises n’ont ni 
pouvoir de marché ni possibilité de jouer sur la différenciation pour résister au 
fort pouvoir de marché d’une distribution concentrée). Il reste que la rentabilité de 
ces deux secteurs apparaît très sensiblement supérieure à celle qui résulterait d’un 
équilibre de concurrence pure et parfaite (markup de 1), c’est-à-dire qu’il est 
possible de baisser les prix. Bien sûr, la répartition de la valeur ajoutée dans la 
filière est différente selon le produit considéré et la période prise en compte. 
3. La répartition de la valeur ajoutée dans la filière est différente selon le 
produit considéré et la période prise en compte 
Les prix de production des IAA et les prix à la consommation dépendent des coûts 
des matières premières agricoles mais aussi d’autres facteurs, en particulier les 
autres coûts des industriels (salaires, prix d’autres consommations intermédiaires 
comme l’énergie), les prestations de service et les comportements de marge des 
différents intermédiaires. La part des produits agricoles de base dans les 
consommations intermédiaires des IAA est très variable d’une filière à l’autre, 
entraînant des transmissions différentes d’une hausse des prix des matières 
premières. Par exemple, en 2004, la part des produits agricoles dans les 
consommations intermédiaires est nettement plus élevée dans l’industrie des 
viandes (60%), que dans l’industrie du lait (41%) ou des céréales (33%)15 . 
3.1 Les baisses de prix des matières premières agricoles proviennent de 
réformes de la PAC, dont les effets ont été compensés pour les 
agriculteurs par des aides directes, et de gains de productivité de 
l’agriculture, qui ont principalement profité à la distribution du début de 
1990 à 2005 
La méthode des comptes de surplus, appliquée aux tableaux entrée-sortie, permet 
de mettre en relation les gains de productivité de l’agriculture et des IAA avec 
l’évolution des prix des biens et des facteurs de production, et d’apprécier les 
éventuels transferts de revenu entre les différents agents pouvant résulter du 
partage de ces gains (voir encadré 1). Une étude de Butault [2008] a évalué ces 
données sur la période 1978-2005, prolongeant des analyses faites par Dechambre 
[2000] (les données des TES pour 2006 et 2007 étaient encore non définitives au 
moment de ce travail, des évaluations plus récentes auraient donc été fragiles). 
                                                 
15 Cf. Trésor-Éco numéro 32 
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Encadré 1: la méthode des comptes de surplus 
Le surplus de richesse réalisé lors d’une production est distribué entre tous ceux 
qui participent à sa réalisation. S’appuyant sur ce principe, le compte de surplus 
est une construction à caractère comptable qui permet d'apprécier au cours du 
temps la répartition de la variation de productivité d’une branche, sans recourir à 
un modèle analytique comprenant les fonctions de production. 
Si on considère une branche n, produisant nY  au prix np  et utilisant des 
consommations intermédiaires mnX  en produits m au prix 
x
mnp  et des facteurs 
internes de production nF  au prix 
f
np , l’hypothèse d’épuisement du produit 
conduit à écrire : 
n
f
n
m
mn
x
mnnn FpXpYp +=å  
En différenciant cette équation dans le temps et en arrangeant l’expression, on a : 
f
nn
m
x
mnmnnnn
f
n
m
mn
x
mnnnn dpFdpXdpYdFpdXpdYpS ×+×+×-=×-×-×= åå  
Cette équation permet de retrouver le surplus de production nS  (défini comme la 
différence entre le volume de la production et le volume des charges utilisées), le 
deuxième membre permettant de retrouver la répartition de ce surplus. 
nn dpY ×-  représente le gain ou la perte des utilisateurs des produits de la branche 
sur le volume de leur consommation de fin de période selon que le prix de ces 
produits baisse ou augmente. C’est donc une mesure des transferts vers les clients 
de la branche. 
f
nn
m
x
mnmn dpFdpX ×+×å  mesure de la même manière les transferts au bénéfice ou 
au détriment des fournisseurs de la branche d’une part, et des facteurs internes 
d’autre part, compte tenu de l’évolution des prix et des rémunérations. 
Les équilibre ressources-emplois du TES permettent de décomposer nn dpY ×  entre 
les différents utilisateurs des produits de la branche. Il faut alors aussi prendre en 
compte que ces produits peuvent être importés ou exportés. Si on se limite, pour 
simplifier, à prendre en compte la production nY  (au prix np ), les importations nI  
(au prix inp ), les consommations intermédiaires des m autres branches en produit 
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n nmX  (au prix 
x
nmp ), la consommation finale nC  (au prix 
c
np ) et les exportations 
nE  (au prix 
e
np ), l’équilibre ressources-emplois devient, en différentielles : 
e
nn
c
nn
m
x
nmnm
i
nnnn dpEdpCdpXdpIdpY ×+×+×=×+× å  
On peut maintenant utiliser cette écriture de nn dpY ×  dans l’équation du surplus et 
on obtient : 
nn
m
x
mnmn
i
nn
e
nn
c
nn
m
x
nmnmn dpFdpXdpIdpEdpCdpXS ×+×+×+×-×-×-= åå  
åå ×+×-
m
x
mnmn
m
x
nmnm dpXdpX  exprime les transferts de revenu entre branches en 
tant que clients et fournisseurs. 
i
nn
e
nn dpIdpE ×+×-  exprime les transferts avec l’étranger. 
c
nn dpC ×-  exprime les transferts vers les consommateurs. 
nn dpF ×  exprime enfin les transferts au profit ou au détriment des facteurs 
internes. 
Les indices de volume et de prix étant aussi donnés sur les marges de commerce 
et de transport et les transferts de l’État, on peut intégrer ces agents dans 
l’expression. Le poste relatif à l’État est toutefois le résultat de l’agrégation 
d’éléments très hétérogènes (TVA, restitutions, aides directes aux 
exploitations…). 
L’étude conclut que les gains de productivité de la filière entre 1978 et 2005, soit 
avant la flambée du cours des matières premières, proviennent presque 
exclusivement de l’agriculture, les IAA ayant enregistré une progression de leur 
productivité globale des facteurs plus faible que le reste de l’industrie (0,12% par 
an contre 0,65% par an). Au total, sur l’ensemble de la période, les gains de 
productivité dans le secteur agricole représentent 38 milliards d’euros constants de 
2000. 
Notons que l’évolution de la politique agricole commune (PAC), à partir de la 
réforme de 1992, a conduit à une diminution des prix garantis par l’UE, remplacés 
par le versement d’aides directes à la production. Les aides liées à l’intervention et 
la régulation du marché (notamment les restitutions aux exportations, les dépenses 
d'intervention et de stockage, les aides à l'écoulement sur le marché intérieur) ont 
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diminué de 20,7 Md€ courants en 1990 soit 17 % de la valeur ajoutée agricole 
(VAA) à 5,4 Md, soit 4 % de la VAA en 2007 (pour l’ensemble des pays 
concernés par la PAC), alors que dans le même temps les aides directes versées 
aux agriculteurs sont passées de 5,2 Mds courants soit 4 % de la VAA (pour 
l’ensemble des pays concernés par la PAC), alors que dans le même temps les 
aides directes versées aux agriculteurs sont passées de 5,2 Md€ courants soit 4 % 
de la VAA à 37 Md€ soit 24 % de la VAA (voir graphique 6). Les agriculteurs ont 
ainsi bénéficié d’aides compensant ces baisses de prix. 
Pour la France de 1978 à 2004, les aides publiques ont ajouté 4 Mds € constants 
de 2000 au surplus de productivité cité plus haut. Les réformes de la PAC se 
traduisent par une augmentation des aides à la production (1 Md€ entre 1979 et 
1991, 6,6 entre 1991 et 2004) et par une diminution des transferts (essentiellement 
la suppression des restitutions sur les céréales, passant sur les mêmes périodes de -
1,8 à -1,9 Md€). 
Graphique 6 : Évolution des dépenses communautaires de soutien des 
marchés agricoles 
 
Source : Commission européenne, calculs DGTPE 
Selon l’étude de Butault, ces baisses des prix agricoles se sont transmises, 
quoiqu’imparfaitement, aux prix des produits alimentaires à la production et ont 
surtout profité aux autres branches, c’est-à-dire à la restauration collective et au 
commerce. En revanche, les consommateurs finaux ont peu profité de cette 
évolution. Dans un premier temps (1978-1991), les prix alimentaires réels ont 
légèrement baissé (environ 6% de baisse totale) puis ont un peu augmenté. Les 
seuls produits dont la baisse des prix à la consommation est significative sont la 
viande et les produits laitiers. 
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Enfin, l’étude note, au cours de la période, une inversion des transferts de valeur 
ajoutée dus aux gains de productivité au profit du commerce. De 1978 à 1991, 
phase de restructuration et de rationalisation du commerce, le taux de marge du 
commerce varie peu. On observe ensuite une augmentation du taux de marge, 
relativement forte au début des années 2000, en parallèle de la légère remontée 
des prix à la consommation réels en toute fin de période. Si l’étude ne se prononce 
pas sur l’origine de cette augmentation du taux de marge, on peut supposer que le 
cadre réglementaire favorisant la concentration dans le secteur de la distribution 
explique en partie ce phénomène (lois de 1996 sur les relations entre fournisseurs 
et distributeurs et sur l’urbanisme commercial), alors que la baisse observée en 
toute fin de période est concomitante avec les premières réformes de 2004-2005 
(accords Sarkozy, lois Dutreil16).  
Ce diagnostic semble confirmé par l’examen des prix des filières considérées. Les 
graphiques 7 et 8, tirés de l’étude de Butault, présentent, pour deux sous-
ensembles des IAA, l’évolution comparée des prix des consommations 
intermédiaires du secteur (« CI agricoles », produits de l'agriculture achetés par 
les IAA, et « CI ventes », produits des IAA vendus aux autres branches, 
notamment à la restauration collective ou à l’agriculture - par exemple 
l’alimentation du bétail), des prix de production des IAA et des prix au 
consommateur final. Le taux de marge commercial, rapporté à la consommation 
finale est également présenté.  
Dans tous les secteurs, les prix à la production baissent comme les prix des CI 
agricoles. Les IAA répercutent donc relativement bien les baisses de prix des 
matières premières agricoles. En revanche, les prix à la consommation finale 
baissent seulement légèrement pour la viande et le lait, et pas du tout pour les 
autres IAA. Pour la viande et le lait, les consommateurs bénéficient des gains de 
pouvoir d’achat dus à la baisse des prix jusqu’au début des années 1990, mais le 
commerce semble ensuite obtenir ces gains. Le taux de marge augmente en effet 
continûment pour les commerces du secteur de la viande et du lait. Pour les autres 
secteurs, une inflexion forte est apparente au milieu et à la fin des années 1990, 
période où le taux de marge commercial augmente fortement.  
                                                 
16 En juin 2004, les principaux distributeurs et fournisseurs ont accepté un accord prévoyant une moyenne de 
2% du prix des grandes marques (accords « Sarkozy »). La loi Dutreil a permis l’intégration d’une partie des 
marges arrière à la définition du seuil de revente à perte en 2005 et 2007. 
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Graphique 7 : Évolution des prix dans l’industrie de la viande et du lait et du 
taux de marge commerciale entre 1978 et 2005 
 
Source : Butault, INSEE, calcul INRA 
Graphique 8 : Évolution des prix des autres IAA et du taux de marge sur la 
consommation finale entre 1978 et 2005 
 
Source : Butault, INSEE, calcul INRA 
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3.2 Au 1er semestre 2008, les hausses de prix passées des matières premières 
se sont transmises différemment selon les produits concernés 
Les prix des matières premières agricoles de base, en particulier des céréales, des 
oléagineux et du lait, ont augmenté à partir de fin 2006 pour atteindre des pics au 
premier semestre 2008. On a assisté ensuite à une « décrue » significative des prix 
sur ces marchés. Cette hausse des prix s’est répercutée sur certains produits 
alimentaires dont les prix ont fortement augmenté en France après l’automne 
2007. Ainsi, les prix alimentaires sont passés dans l’hexagone d’un taux de 
croissance (en glissement annuel) de 0,8 % à l’été 2007 à près de 5 % en février 
2008 (voir Trésor-Éco numéro 32).  
Le rapport Besson de décembre 2008 sur la formation des prix alimentaires, en 
plus d’indiquer que la faiblesse de la concurrence dans la distribution est la 
principale raison au maintien de prix alimentaires élevés, montre qu’il existe une 
grande variété de situations dans la transmission de hausse de prix entre les 
différents produits agricoles. Ainsi, la transmission est plus forte et plus rapide 
pour les produits périssables, comme la salade et la tomate, que pour les produits 
stockables et manufacturés comme les pâtes alimentaires, la viande de porc ou les 
produits laitiers, où le pouvoir des distributeurs est plus fort. 
La comparaison des prix des matières premières, des prix de production dans les 
IAA et des prix à la consommation offre quelques indications sur le mécanisme de 
transmission des hausses de prix selon la filière prise en compte. Il est important 
de souligner que l’évolution des prix à la production dans l’industrie dépend des 
autres consommations intermédiaires. En moyenne sur les dernières années, les 
achats de matière première ne représentent qu’environ 50% des charges des IAA. 
En particulier, une partie de la hausse conjoncturelle de ces prix peut sans doute 
être imputée à la hausse du coût de l’énergie qui a connu un pic au même 
moment. Sur plus longue période, le coût du travail a également un impact non 
négligeable. Ainsi, le coût du travail dans les IAA a augmenté de 31 % entre 
l’année 2000 et le deuxième trimestre 2008. 
Les exemples du pain et du fromage illustrent ces considérations. 
a) Du blé au pain 
Le prix à la consommation du pain n’est que très faiblement dépendant du cours 
des céréales, ce qui traduit la faible part du prix du blé dans celui du pain 
(d’environ 5 %) relativement aux autres facteurs de production. Ainsi, sur les dix 
dernières années, la croissance annuelle du prix du pain est restée comprise entre 
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1,5 % et 2,5 %, soit un niveau proche de l’inflation, à l’exception des périodes de 
forte hausse du prix du blé comme en janvier 2004 (4,1 %) et en juin 2008 (5,5%).  
La hausse du prix de la matière première se transmet en s’amortissant vers l’aval 
de la filière. Ainsi, entre mars 2006 et mars 2008, l’augmentation du prix des 
céréales a été de 155 % alors que la hausse du prix de la farine a été limitée à 42 
% et celle du prix du pain à 7 %. On peut également observer un léger retard dans 
cette transmission ; la forte hausse du prix du blé a commencé en mai, alors que 
son effet sur le prix à la consommation du pain n’a été visible qu’à partir du mois 
d’août. 
Graphique 9 : Prix dans le secteur des céréales 
  
Source : INSEE 
b) Du lait au fromage 
Les prix à la consommation des fromages ne reflètent pas la variabilité saisonnière 
du prix à la production du lait dans l’agriculture.  
Alors que le prix du lait à la production a diminué de 10 % entre janvier 2003 et 
janvier 2007, le prix à la consommation des fromages est resté globalement stable. 
Cette baisse du prix du lait a compensé la hausse des autres facteurs de 
production. Lors de la récente flambée du prix du lait, la transmission de cette 
hausse peut être observée, mais amortie le long de la filière de production, 
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transformation et distribution : entre mars 2007 et mars 2008, le prix à la 
production du lait a augmenté de 38% alors que le prix à la production des 
fromages dans l’industrie a augmenté de 10,8% et que le prix à la consommation 
des fromages a augmenté de 9,6%. 
Graphique 10 : Prix dans le secteur du lait 
  
Source : INSEE 
c) Évaluation globale au niveau européen 
Une étude de la Commission européenne évalue en mai 2008 les hausses de prix 
théoriques à attendre en supposant que les hausses de prix des matières premières 
sont intégralement transmises mais que les autres composantes du prix final 
(marge commerciale, autres coûts) sont maintenues constantes. Il apparaît que, de 
février 2007 à février 2008, seule une part des hausses de prix de détails observées 
peut être attribuée à la hausse des prix des matières premières. Les hausses 
particulièrement importantes du prix de détail des produits laitiers, fromages, 
huiles et beurres s’expliquent sans doute par la non-transmission au 
consommateur des baisses des prix de gros de ces matières premières (elles ont 
toutes baissé à l’exception des huiles végétales). Pour le pain, la hausse du prix de 
détail apparaît également particulièrement découplée de l’impact théorique des 
hausses de prix des céréales (voir tableau 3).  
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Tableau 3 : Impact réel et théorique des hausses de prix des matières 
premières dans l’Union européenne 
 
Source : Commission européenne 
L’étude de la Commission semble montrer que les prix à la consommation ont 
davantage augmenté que la hausse des prix des matières premières agricoles ne 
l’explique. L’étude ne permet pas de déterminer si cela est imputable à la hausse 
des autres consommations intermédiaires (notamment de l’énergie) ou si les 
marges du secteur agro-alimentaire ou de la distribution ont augmenté à cette 
occasion.  
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Chapitre 5 : L’impact économique des réglementations 
dans le secteur Hôtels-Cafés-Restaurants1 
La hausse des prix dans le secteur de l’hôtellerie, des cafés et des restaurants 
(secteur HCR) est particulièrement rapide : 3,3 % par an en moyenne entre janvier 
1990 et janvier 2013 pour l’hôtellerie et 2,5 % pour les cafés et restaurants, contre 
1,7 % pour l’inflation mesurée par l’indice des prix à la consommation (IPC). 
Cette croissance très soutenue des prix dans le secteur ne semble pas s’expliquer 
par une hausse des coûts, en particulier des salaires. Les coûts salariaux 
augmentent en effet moins vite que le chiffre d’affaires (surtout pour les hôtels de 
grande taille). Il faut néanmoins noter que le manque de données ne permet pas 
d’examiner l’impact spécifique de l’immobilier, en particulier pour l’hôtellerie. 
La hausse des prix de l’immobilier a sans doute causé une hausse des loyers pour 
les entreprises non propriétaires de leurs locaux. 
La hausse des taux de marge et de la rentabilité économique du secteur, 
particulièrement visible pour les grands hôtels, semble plutôt conduire à expliquer 
cette hausse des prix par le défaut de concurrence, surtout sensible dans 
l’hôtellerie. Ce défaut peut s’expliquer par les barrières à l’entrée réglementaires 
qui ont régné jusque 2008. D’un point de vue théorique néanmoins, la levée des 
barrières réglementaires ne garantit pas un retour rapide à une plus grande 
concurrence, la structure du secteur hôtelier favorisant les pratiques collusives. 
Alors que les réformes de ce secteur se multiplient (suppression de l’autorisation 
préalable d’ouverture d’un hôtel avec la loi de modernisation de l’économie en 
août 2008, variations du taux de TVA pour le secteur de la restauration – passage 
à 5,5 % en 2009, puis 7 % en 2011 et enfin 10 % à compter de 2014, dispositifs 
d’aides ciblés et changeants), l’objet de cette étude est de tenter d’examiner la 
situation concurrentielle de ce secteur et son impact économique. Cette dimension 
est notamment à prendre en compte pour apprécier l’effet de la TVA à taux réduit 
dans ce secteur. 
Le secteur de l’hôtellerie, des cafés et des restaurants (secteur HCR) fait donc 
partie des secteurs de l’économie française où la situation concurrentielle semble 
la problématique. Outre l’augmentation importante des prix (graphique 1), selon 
une étude de la DG Trésor de 2007, le taux de marge économique y est 
                                                 
1 Ce travail est basé sur une note rédigée pour la DG Trésor, en collaboration avec Maya Bacache. 
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particulièrement élevé et ce secteur fait partie, avec le commerce de détail et 
l’intermédiation financière, des trois secteurs de l’économie française qui 
souffrent le plus d’un manque de concurrence2. Ce résultat se retrouve en partie 
dans les évaluations présentées dans le chapitre 3 ci-dessus. 
1. Le constat : une hausse des prix rapide et soutenue dans le secteur 
HCR 
1.1 La hausse des prix est plus rapide dans l’hôtellerie après 1997 
La hausse des prix dans le secteur HCR est particulièrement rapide. Entre janvier 
1990 et janvier 2013, l’indice des prix dans le secteur hôtelier a en effet augmenté 
au rythme annuel moyen de 3,27 % (et de 2,53 % pour les cafés et restaurants), 
contre 1,73 % pour l’inflation mesurée par l’indice des prix à la consommation 
(IPC). 
Un deuxième constat s’impose. Alors que le rythme d’augmentation des prix pour 
les cafés et restaurants décélère légèrement dans le milieu des années 1990 (tout 
en restant toujours supérieur au rythme de l’inflation), les prix dans l’hôtellerie 
ont connu une accélération depuis la fin 1997 (3 % de hausse annuelle moyenne 
entre 1990 et 1997 contre 3,4 % entre 1998 et début 2013), ce qui coïncide avec 
l’entrée en vigueur de la du 5 juillet 1996 qui a durci les barrières à l’entrée dans 
le secteur (dite « loi Raffarin »). Les études d’opinion indiquent que les 
consommateurs sont conscients de cette évolution : selon un sondage en juin 
2010, 57 % des clients jugent les prix de l’hôtellerie trop élevés3. 
Certaines analyses du secteur distinguent un cycle du tourisme, surtout sensible 
dans l’hôtellerie, avec sur la période récente des périodes de croissance entre 1996 
et 2001, entre 2005 et 2007 et à partir de 2010, avec la sortie de la dernière crise4. 
Ces cycles, souvent invoqués pour expliquer les fluctuations d’activité dans le 
secteur, ne semblent pas se retrouver dans les évolutions des prix.  
                                                 
2 Voir Romain Bouis, « Niveau et évolution de la concurrence sectorielle en France », Trésor-Éco n° 27, 
janvier 2008 et paragraphe 3.3 ci-dessous. 
3 Sondage de la société d’études marketing et économiques Coach Omnium, spécialiste du tourisme et de 
l'hôtellerie, en juin 2010 (http://www.coachomnium.com/bonus/81-la-perception-des-prix-hoteliers.html). 
Dans la restauration, seuls 46% des sondés trouvent les prix trop élevés, selon un sondage de 2007 de la 
même société. 
4 Voir notamment l’enquête annuelle de KPMG, L’industrie hôtelière française, en particulier l’édition 2007 
qui revient sur les cycles des dernières décennies. 
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Graphique 1 : Évolution comparée des indices de prix de l’hôtellerie et de la 
restauration de janvier 1990 à janvier 2013 
 
Source : INSEE, base 100 en janvier 1990 
Nous examinons maintenant plus en détail les raisons qui peuvent expliquer une 
hausse aussi rapide des prix relatifs, et en particulier l’évolution du secteur 
hôtelier, sur lequel nous concentrons notre analyse. 
1.2 Les explications possibles pour une telle hausse sont diverses 
Cette croissance exceptionnelle des prix dans le secteur peut être expliquée soit 
par des effets d’offre (hausse des coûts en particulier des salaires, des 
investissements ou des matières premières), soit par des effets de demande 
(hausse de la demande qui serait caractérisée par une faible élasticité-prix), soit 
par la diminution de l’intensité concurrentielle du marché elle-même due à la 
réglementation (barrières à l’entrée du marché) ou à l’évolution naturelle du 
marché (structure oligopolistique du marché). Il faut donc déterminer les facteurs 
explicatifs de la hausse des prix et, en particulier, cerner les impacts de la 
réglementation sur le fonctionnement de ce secteur.  
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2 Les coûts ne semblent pas suffire à expliquer la hausse des prix 
D’une manière générale, il est difficile d’identifier, dans les données sur le 
secteur, des facteurs de coûts permettant d’expliquer la forte augmentation des 
prix et, surtout, la disparité observée entre hôtellerie et secteur de la restauration. 
Par ailleurs les forts taux de non-déclaration et de fraude du secteur HCR rendent 
l’interprétation des statistiques prix délicate. 
2.1 Les coûts d’investissement sont relativement importants pour une activité 
de service 
Le secteur HCR se caractérise par des coûts fixes relativement importants, en 
particulier des coûts immobiliers et des investissements nécessaires pour se 
conformer aux réglementations d’hygiène. Le manque de données ne permet pas 
d’examiner l’impact spécifique de l’immobilier, en particulier pour l’hôtellerie, 
mais la hausse des prix de l’immobilier observée sur la période a sans doute causé 
une hausse des loyers pour les entreprises non propriétaires de leurs locaux (voir 
néanmoins la discussion infra). 
Pour ce qui est du capital, selon les données de la base Alisse de l’INSEE5, on 
observe des investissements importants. Le capital (en euros courants) a plus que 
doublé entre 1996 et 2010 (dernière année disponible), et le taux d’investissement 
a augmenté à la fois pour l’hôtellerie et pour les cafés et restaurants6 entre 1996 et 
2007 (il passe de 23,8 % en 1996 à 24,7 % en 2007 pour l’hôtellerie, avec une 
tendance à la hausse malgré de fortes fluctuations et de 16,3 % à 20,7 % pour les 
cafés-restaurants ; les données ne sont pas comparables après 2008 en raison de 
divers changements dans l’enquête entreprises de l’INSEE)7. 
2.2 Des coûts salariaux atypiques dans le secteur HCR 
L’emploi dans le secteur est particulier pour plusieurs raisons. La part des emplois 
à temps partiels est importante et le nombre d’employés non salariés n’est pas 
négligeable. L’importance du marché noir et du travail illégal rend également 
                                                 
5 Nous approximons le capital engagé en faisant la somme des immobilisations corporelles et incorporelles, 
des stocks de matières premières et de marchandises, et des créances clients et autres créances. Le champ 
retenu est celui du secteur P10 (« Hôtels et restaurants ») de la base nomenclature NAS dans sa version 
« révision 1 » utilisée jusque 2007 et le secteur I (« Hébergement et restauration ») dans la nomenclature NAS 
« révision 2 » utilisée depuis 2008. 
6 Pour distinguer hôtellerie et cafés-restaurant, dans NAS « révision 1 », nous retenons pour l’hôtellerie les 
classes 55.1A (hôtellerie avec restaurant) et 55.1C (hôtellerie sans restaurant), ce qui exclut les auberges de 
jeunesse ou les campings. Pour les cafés/restaurants, nous retenons les classes 55.3A (restauration de type 
traditionnel), 55.3B (restauration de type rapide) et 55.4A (cafés tabac), à l’exclusion des discothèques, 
cantines et autres restaurations collectives. Il faut noter que nous n’avons pas retenu le secteur 55.4B (débits 
de boisson), pour lequel les taux de non-disponibilité des données peuvent dépasser les 50%. 
7 Il s’agit d’une moyenne des taux d’investissement donnés par la base Alisse pour les secteurs concernés, 
pondérée par le capital de chaque secteur. 
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complexe l’analyse en termes de coûts, bien que les données de l’INSEE soient 
redressées d’une sous-déclaration des acteurs. 
2.3 La décomposition des coûts dans l’hôtellerie montre une certaine 
modération de la hausse des coûts 
Une étude de l’INSEE de novembre 20088 présente un partage du chiffre 
d’affaires selon les parts des consommations intermédiaires, des frais de 
personnels et de l’excédent brut d’exploitation (EBE). On observe que les frais de 
personnels diminuent légèrement en part du chiffre d’affaires 1993 à 2006 (ils 
progressent moins vite que le CA, voir aussi infra le graphique 10 pour une 
décomposition plus détaillée en niveau), ce qui signifie que le coût salarial 
unitaire a évolué à un rythme légèrement inférieur à celui des prix9. Les coûts 
salariaux n’expliquent donc pas la hausse continue des prix observée sur la 
période. 
Le constat reste valable quelle que soit la taille de l’établissement (0-9 salariés, 
10-49 salariés, 50 salariés et plus). La baisse des frais de personnel est plus 
prononcée, sur la période 1996-2002, pour les hôtels de plus de plus de 50 
salariés, dont la situation économique est donc probablement meilleure et dont les 
coûts salariaux sont donc encore plus modérés, ce qui explique que le taux de 
marge des plus grands hôtels augmente fortement sur cette période (voir 
graphique 5). 
Au final, même s’il est difficile de conclure de manière définitive en l’absence de 
données plus précises sur les coûts immobiliers ou sur les coûts fixes dus à la 
réglementation en matière d’hygiène et sécurité, les hôtels, surtout les plus grands, 
semblent avoir amélioré leur marge à compter de 1996, en faisant progresser leurs 
prix plus vite que leurs coûts salariaux unitaires. Cette analyse est confirmée par 
l’examen des différentes mesures de la marge et de la réglementation du secteur. 
3 La diminution de l’intensité concurrentielle a principalement touché l’hôtellerie 
3.1 Le cadre réglementaire a multiplié les barrières à l’entrée au détriment de 
la concurrence dans le secteur HCR 
Le secteur HCR se caractérise par un grand nombre de barrières réglementaires à 
l’entrée.  
                                                 
8 Voir Xavier Niel, « Entreprises d’hébergement touristique : les petites structures périclitent », INSEE 
Première n°1213, novembre 2008. 
9 Le rapport des frais de personnel au CA en valeur est égal au rapport entre le coût salarial par nuitée d’hôtel 
et le prix de la nuitée. 
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Encadré 1 
Qu’est-ce qu’une barrière à l’entrée ? 
Les barrières à l'entrée désignent dans la théorie économique les obstacles que 
doit surmonter une entreprise désirant intégrer un marché, ce qui se traduit par des 
coûts supplémentaires pour cette entreprise auxquels ne fait pas face une 
entreprise déjà établie sur le marché.  
Les barrières à l'entrée peuvent être liées aux caractéristiques fondamentales du 
marché mais peuvent aussi être accrues de manière artificielle, en particulier à 
l’instigation des acteurs déjà en place. En effet, un acteur déjà établi sur le marché 
a intérêt à empêcher tout nouvel entrant de venir s’établir, et une des manières 
pour ce faire est d’établir les barrières à l’entrée les plus « hautes » possibles. Le 
résultat est alors une concurrence atténuée, au détriment du consommateur. 
Les coûts fixes (investissement en capital important, coût de R&D) sont un 
exemple classique de barrière à l’entrée liée aux caractéristiques du marché, en 
dehors de toute manipulation. D’autres barrières peuvent être liées à la stratégie 
des acteurs déjà en place (dépenses de publicité pour établir une marque, contrats 
restrictifs avec les fournisseurs ou les distributeurs) ou à celle des pouvoirs 
publics (notamment certaines réglementations qui, outre leur justification 
apparente, peuvent entraîner des coûts pour tout nouvel entrant potentiel). 
La politique de la concurrence cherche à identifier et à diminuer les barrières à 
l’entrée qui n’auraient pas de justification. 
En particulier, le sous-secteur hôtelier a été soumis à des barrières à l’entrée 
résultant de la réglementation en matière d’urbanisme commercial introduite par 
la loi Raffarin, datant de 1996, qui ont perduré jusqu’à la loi de modernisation de 
l’économie de 2008 (voir encadré 2). Mutatis mutandis, la loi Raffarin a le même 
impact dans le secteur hôtelier que dans la grande distribution. En effet, dans le 
cadre de la grande distribution, la loi Raffarin a abouti au renforcement des 
grandes surfaces existantes et à l’émergence d’oligopoles voire de monopoles 
locaux10. Dans le secteur de l’hôtellerie, le même mécanisme semble avoir été à 
l’œuvre. En érigeant des barrières à l’entrée dans le secteur hôtelier, la loi 
Raffarin est susceptible d’avoir favorisé la concentration des enseignes et 
l’entente entre chaînes, réduisant la différenciation de l’offre hôtelière. De plus, la 
demande d’autorisation est un processus coûteux : ce coût fixe d’extension donne 
ainsi un avantage aux chaînes. L’objectif affiché de la loi était de défendre les 
hôtels indépendants, mais elle a permis une forte concentration entre les chaînes 
présentes. 
                                                 
10 La hausse des prix dans le secteur alimentaire a déjà été documentée et analysée dans le cadre des études 
des impacts des lois Raffarin et Galland qui organisent les barrières à l’entrée et la collusion dans le secteur. 
La réduction de la concurrence dans ce secteur réglementée s’est traduite par une élévation des prix et des 
marges économiques du secteur de la distribution alimentaire en particulier. Voir notamment Trésor-éco n°3, 
novembre 2006, « Les relations commerciales entre fournisseurs et distributeurs », p.3. 
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Encadré 2 
La réglementation en matière d’urbanisme commercial a établi des barrières 
à l’entrée dans le secteur hôtelier de 1996 à 2008 
Outre les grandes surfaces et les cinémas, la loi relative au développement et à la 
promotion du commerce et de l'artisanat du 5 juillet 1995 (loi Raffarin) s’applique 
également aux hôtels, qui n’entraient pas jusque-là dans le champ de la 
réglementation de l’urbanisme commercial. Plus précisément, l’article 5, 7e alinéa, 
précise que sont soumises à autorisation des commissions départementales 
d’équipement commercial (CDEC) « les constructions nouvelles, les extensions 
ou les transformations d'immeubles existants entraînant la constitution 
d'établissements hôteliers d'une capacité supérieure à 30 chambres hors de la 
région Île-de-France et à 50 chambres dans cette dernière ».  
Les résidences de tourisme classées ne sont pas soumises aux dispositions de la 
loi. Par ailleurs, la location de chambres d'hôtes est limitée à un nombre maximal 
de cinq chambres et quinze personnes par le décret d’application des dispositions 
législatives du code du tourisme relatives aux chambres d’hôtes du 4 août 2007. 
Depuis l’entrée en vigueur de la loi de modernisation de l’économie le 4 août 
2008, les hôtels ne sont plus soumis à une autorisation préalable au titre de 
l’urbanisme commercial. 
Dans le cas des cafés et restaurants, le système de licence de débits de boisson 
peut s’apparenter à un numerus clausus. En particulier, l’ouverture d’un nouvel 
établissement bénéficiant de la licence IV, nécessaire pour les alcools les plus 
forts, est interdite sauf pour les débits temporaires. 
Encadré 3 
Un système complexe de licences crée des barrières à l’entrée des débits de 
boisson 
Un débit de boissons est un établissement dans lequel sont vendues ou offertes 
gratuitement des boissons, alcoolisées ou non, destinées à être consommées sur 
place ou emportées. 
L’ouverture d’un débit de boisson est soumise à un système de licence, i.e. une 
autorisation d’exploitation de débit de boissons, accordée suivant trois catégories : 
la licence pour la vente à emporter et les licences pour la restauration et la 
consommation sur place.  
Il existe quatre licences pour les débits de boisson en consommation sur place : 
la licence I qui autorise les boissons sans alcool ; 
la licence II qui autorise les boissons fermentées non distillées, i.e. bières, 
cidres, poirés, crèmes de cassis et jus de fruits fermentés de 1,2 à 3° d’alcool ; 
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la licence III qui autorise les vins doux naturels ne bénéficiant pas du 
régime fiscal des vins et ne dépassant pas 18° d’alcool et les liqueurs à moins de 
18° ; 
la licence IV, nécessaire pour les alcools plus forts (rhums, alcools 
provenant de la distillation des vins, whisky, vodka, gin, etc.). 
Les barrières à l’entrée sont de facto importantes puisque l’ouverture d’un nouvel 
établissement bénéficiant de la licence IV est interdite sauf pour les débits 
temporaires (expositions, foires…). Par conséquent on ne peut bénéficier d’une 
licence IV que par un transfert.  
Il existe deux licences pour la restauration : la petite licence restauration qui 
permet de servir des boissons relevant des licences I et II et la licence restauration 
qui s’étend à toutes les boissons. 
Cependant, il n’y a pas de choc réglementaire pour la restauration comparable à 
celui de 1996 pour l’hôtellerie. Les nouvelles réglementations des cafés et 
restaurants ne concernent que les questions de mise aux normes sanitaires. 
Le manque de concurrence dans la restauration peut cependant expliquer en partie 
les hausses de prix constatées. 
Encadré 4 
D’autres textes réglementaires spécifiques au secteur HCR imposent des 
conditions d’exercice en matière d’hygiène et de sécurité et fixent les 
conditions de classement. 
Diverses réglementations nouvelles, datant des années 1990, précisent les 
conditions d’exercice en matière d’hygiène et de santé qui nécessitent des 
aménagements des locaux et des équipements nouveaux. 
La loi du 10 janvier 1991, complétée par le décret du 29 mai 1992, oblige 
l’aménagement d’espaces non-fumeurs, réglementation encore durcie par le décret 
du 16 novembre 2006 renforçant l'interdiction de fumer dans les lieux publics 
fermés et couverts et sur les lieux de travail, applicable aux débits permanents de 
boissons à consommer sur place, hôtels et restaurants à partir du 1er janvier 2008. 
Par la suite, l’arrêté du 9 mai 1995 réglemente la température de conservation des 
aliments, prévoit des vestiaires, précise les équipements des cabinets d’aisance et 
des lave-mains. L’arrêté du 29 septembre 1997 précise les conditions d’hygiène 
applicables dans les établissements de restauration collective à caractère social. 
De plus le classement des restaurants et des hôtels sont précisés par des arrêtés : 
arrêté du 27 septembre 1999 (J.O. du 6 octobre 1999) sur les conditions de 
classement des restaurants dans la catégorie « restaurant de tourisme » et arrêté du 
14 février 1986, modifié à de nombreuses reprises, qui fixe les normes de 
classement des hôtels et résidences de tourisme. 
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Une déclaration d’ouverture doit être faite auprès de la préfecture (services 
vétérinaires) et la mairie doit être informée de toute ouverture ou reprise d’un 
restaurant, hôtel ou café. 
3.2 La concentration est importante et croissante dans l’hôtellerie mais 
moindre dans la restauration 
a) La concentration est croissante dans l’hôtellerie 
Dans un contexte général de baisse du nombre d’hôtels, la part des chaînes11 ne 
cesse d’augmenter, que ce soit en nombre d’établissements, en nombre de 
chambres ou part de l’emploi total du secteur, tandis que la taille moyenne des 
hôtels augmente. 
Ainsi, la part des hôtels de moins de 10 salariés dans l’emploi total de l’hôtellerie 
est passée de 52 % en 1997 à 42 % en 200612. En nombre d’établissements, le 
parc des chaînes en France est passé de 2 606 hôtels en 1999 à 3 016 en 2012 
alors que le nombre global d’hôtels diminuait13. 
Tableau 1 : Parc total des chaînes hôtelières en France en 2012 
  Nombre 
total 
Dont chaînes 
intégrées 
Dont chaînes 
volontaires 
Enseignes 83 59 24 
Hôtels  8 581 3 016 5 565 
Chambres  407 093 246 506  160 587 
Capacité 
moyenne 
47 chambres 82 chambres 29 chambres 
Source : Coach Omnium 
Comme les hôtels de chaînes sont en moyenne plus gros, la pénétration des 
chaînes est encore plus importante si on se réfère au nombre de chambres, comme 
le montre le graphique 2. Les hôtels de chaîne représentent en 2011 41,3% du 
nombre de chambres et même 46,5% du nombre de nuitées (ils ont en effet en 
moyenne également un meilleur taux de remplissage) selon la direction générale 
de la compétitivité, de l’industrie et des services. 
                                                 
11 L’hôtellerie de chaîne comprend des hôtels dits « hôtels de chaîne intégrés » et des hôtels indépendants 
« franchisés ». L’hôtellerie indépendante comprend des hôtels totalement indépendants et des hôtels 
« adhérents à une chaîne volontaire » (type Logis de France, Best Western, Relais et châteaux…). 
12 Voir « Entreprises d’hébergement touristique : les petites structures périclitent », INSEE Première n°1213, 
novembre 2008. 
13 Voir l’enquête annuelle de Coach Omnium, Les chaînes hôtelières - étude 2012. 
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Si la France compte 83 enseignes hôtelières, le secteur est en fait plus concentré 
que ce que ce nombre laisse penser. Les enseignes des dix plus grands groupes 
représentaient en effet en 2010 92% des chambres d’hôtels de chaînes intégrées, 
dont 51% pour le plus grand groupe, Accor, et 21 % pour le deuxième, le groupe 
du Louvre, selon Coach Omnium. 
Graphique 2 : Taux de pénétration de l’hôtellerie de chaîne dans le nombre 
de chambres (au 1er janvier)14 
 
Source : Insee, DGCIS, partenaires régionaux 
La place des chaînes dans le secteur hôtelier français apparaît particulièrement 
forte au regard des comparaisons européennes, comme l’indique le tableau 2. 
Tableau 2 : Taux de pénétration des chaînes intégrées dans le parc hôtelier 
global dans divers pays européens au 1er janvier 2005 
 Nombre 
d’hôtels 
Part des chaînes Nombre de 
chambres 
Part des 
chaînes 
Allemagne 871 4 % 146 279 22 % 
Autriche 111 1 % 16 846 6 % 
                                                 
14 Rupture de série : jusqu’en 2004, hôtellerie homologuée seule, depuis 2004, hôtellerie de tourisme 
(hôtellerie homologuée plus les hôtels de chaîne non classés). 
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Belgique 136 8 % 18 299 39 % 
Espagne 835 5 % 129 106 20 % 
France 2 922 16 % 230 155 38 % 
Royaume-Uni 1 505 7 % 160 927 30 % 
Irlande 61 7 % 8 023 19 % 
Italie 253 1 % 37 590 4 % 
Source : Coach Omnium – Données officielles des chaînes hôtelières 
Le secteur de l’hôtellerie est donc bien loin d’être atomistique, puisque certaines 
chaînes disposent d’un parc nettement supérieur à d’autres acteurs. Ainsi, les deux 
plus grandes chaînes, Accor et le groupe du Louvre, détiennent respectivement 20 
% et 8 % des chambres d’hôtels en France en 2010. 
Or on peut noter que les chaînes, jusqu’en 3 étoiles, avaient en 2010, selon Coach 
Omnium, des prix de locations de chambres en moyenne supérieurs de 20 % à 
ceux des hôtels indépendants, à paramètres comparables. Ce différentiel de prix 
suggère l’existence de pouvoirs de marché permettant aux offreurs d’adopter des 
tarifications plus élevées. Toutefois, il convient de préciser que les analyses 
proposées ici portent sur le secteur au niveau national, et ne peuvent refléter 
fidèlement les structures de marchés qui, par définition, sont locales, et qui 
peuvent par ailleurs intégrer des offreurs non référencés dans le secteur de 
l’hôtellerie mais relativement substituables, au moins pour certains usages 
(maisons d’hôtes, gîtes, campings…), mais également exclure certains acteurs de 
l’hôtellerie. Ainsi, dans sa décision n°05-d-64, le Conseil de la concurrence avait 
défini un marché des palaces parisiens, dont les seuls offreurs étaient les six 
palaces parisiens15. 
Dès lors, la présente analyse pourra utilement être complétée par des études 
orientées sur les déterminants des marchés (dimension géographique, 
caractéristiques de la demande), de nature à identifier ceux qui sont susceptibles 
d’être les moins concurrentiels.  
b) Le secteur de la restauration est beaucoup moins concentré 
Le secteur des cafés-restaurants est, pour sa part, très peu concentré, avec peu de 
chaînes nationales. Les entreprises de moins de dix salariés représentaient en 2010 
54,7% de la valeur ajoutée dans la restauration au sens large contre 35,5% dans 
l’hôtellerie au sens large. 
                                                 
15 Le Bristol, Le Crillon (Hôtels Concorde), Le Four Seasons Hôtel George V, Le Meurice, Le Plaza Athénée, 
Le Ritz 
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Les barrières à l’entrée sont donc probablement moins néfastes à la concurrence 
dans le secteur de la restauration que dans l’hôtellerie. On peut également 
supposer que les consommateurs ont une plus grande préférence pour la diversité 
en matière de restauration, ce qui expliquerait le moindre succès des chaînes dans 
ce secteur. 
3.3 Les taux de marge et de rentabilité augmentent surtout dans l’hôtellerie 
a) L’évolution des taux de marge est très contrastée enter hôtellerie et 
cafés et restaurants 
Le développement important des chaînes déjà en place en France a 
incontestablement été favorisé par la réglementation du secteur et la loi Raffarin 
en particulier. La question est alors de savoir dans quelle mesure ce déficit de 
concurrence explique l’envolée des prix du secteur, et se retrouve dans les taux de 
marge. 
L’étude DG Trésor de 2007 déjà citée évalue le markup16 du secteur HCR à 1,12 
sur la période 1982-1995 et 1,37 sur 1995-2002. Les données plus récentes 
présentées dans le chapitre 3 ci-dessus indiquent une hausse continue du markup 
dans ce secteur, d’une situation très concurrentielle (markup valant 1) au début 
des années 1980 à un markup très élevé à la fin des années 2000 (1,41 pour la 
période 2002-2009, dernière période étudiée dans le chapitre 3). Ces études ne 
permettent pas de distinguer entre hôtellerie et cafés et restaurants au sein du 
secteur HCR. 
Plusieurs hypothèses sont envisageables pour expliquer la croissance des taux de 
marge évalué sous forme de markup dans l’ensemble du secteur HCR : 
– soit elle est imputable à la réduction de l’intensité concurrentielle dans le 
sous-secteur hôtelier ; 
– soit elle procède de facteurs d’offre et non de réglementation ou de 
demande de court terme. 
Pour affiner l’analyse, on peut également s’appuyer sur les bases Alisse de 
l’INSEE pour montrer l’évolution des taux de marge (au sens comptable 
EBE/VA) de 1996 à 2007. Le graphique 3 présente ces résultats. Il faut éviter de 
comparer le niveau des taux de marge dans les deux sous-secteurs, le taux de 
marge au sens EBE/VA reflétant en partie des différences structurelles telles que 
                                                 
16 Le markup (ou marge économique) est une mesure de l’intensité concurrentielle du secteur : plus le secteur 
est concurrentiel, plus le markup se rapproche de 1. Le mark-up doit être distingué du taux de marge 
comptable défini par le rapport EBE/VAB. Un markup élevé indique des profits anormalement élevés, tandis 
qu’un taux de marge (EBE/VAB) élevé peut simplement refléter une forte intensité capitalistique du secteur. 
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l’intensité capitalistique du secteur. En revanche, les évolutions comparées des 
taux de marge dans les deux sous-secteurs sont très significatives. 
Graphique 3 : Taux de marge comparés de l’hôtellerie et des cafés et 
restaurants (EBE/VA) 
 
Source : INSEE, calculs DG Trésor 
Bien qu’il faille interpréter ces données avec précaution, la comparaison des 
évolutions des taux de marge semble indiquer une situation moins concurrentielle 
dans l’hôtellerie. Alors que le taux de marge déclaré des cafés et restaurants baisse 
légèrement, l’hôtellerie connaît une forte hausse de 1996 à 2001, puis une baisse 
plus modérée avec la crise du tourisme de 2002-2005. La fin de période se 
caractérise par un retour à la hausse. Les données ne sont pas disponibles pour 
2008 et ne sont pas comparables pour 2009 et 2010 en raison d’un changement de 
nomenclature. On peut néanmoins noter à titre indicatif que le taux de marge 
s’établit en 2010, dans la nouvelle base, à 19,9% dans la restauration et 23,1% 
dans l’hôtellerie pour des périmètres à peu près comparables à ceux que nous 
avons retenus pour la période 1996-2007. Le cycle est similaire si on étudie le 
ratio entre les impôts sur les bénéfices et la valeur ajoutée (graphique 4).  
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Graphique 4 : Taux de marge comparés de l’hôtellerie et des cafés et 
restaurants (impôts sur les bénéfices/VA) 
 
b) La hausse des taux de marge dans l’hôtellerie est plus forte pour les 
grands hôtels depuis 1996 
Les résultats dans l’hôtellerie sont encore plus significatifs quand on les examine 
selon la taille des établissements. La taille des entreprises de l’hôtellerie ne reflète 
pas parfaitement le pouvoir de marché (des hôtels peuvent être classés comme 
entreprises différentes alors qu’ils appartiennent à une chaîne de franchisés 
importante), mais elle en est néanmoins une première approximation. Les 
graphiques 5 et 6 sont tirés de l’étude de l’INSEE de novembre 2008 déjà citée. 
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Graphique 5 : Taux de marge (EBE/VA) dans l’hôtellerie en fonction de la 
taille 
 
Source : INSEE 
C’est là aussi les évolutions qu’il faut prendre en compte et non le niveau absolu 
des taux de marge. Le retournement cyclique de 2001 affecte plus 
particulièrement la santé financière des grandes entreprises d’hôtellerie. Leur 
chiffre d’affaires et leur valeur ajoutée ralentissent en 2002 et baissent même en 
2003 (graphique 6). L’impact est moins fort pour les hôtels de plus petite taille. La 
gestion de la sortie de cette crise semble en revanche avoir été plus profitable aux 
hôtels les plus grands. Dès 2004, leur valeur ajoutée se redresse alors qu’elle 
baisse pour les petits hôtels. Avec la reprise de l’activité touristique en 2005, le 
chiffre d’affaires et la valeur ajoutée s’accroissent de 8% pour les grands hôtels, 
alors qu’ils stagnent quasiment pour les hôtels de moins de dix salariés. Les 
petites entreprises d’hôtellerie cessent également plus fréquemment leur activité 
que les hôtels plus grands. 
Pour les plus grands hôtels, malgré les fluctuations du cycle du tourisme, il 
semble bien qu’il y ait eu une véritable rupture de tendance en 1996 sur 
l’évolution du taux de marge : malgré la baisse du taux de marge entre 2002 et 
2005, celui-ci reste nettement au-dessus de son niveau initial, et repart à la hausse 
en 2005-2007.  
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Graphique 6 : Partage détaillé du CA pour les hôtels de plus de 50 salariés 
(en millions d’euros) 
 
Source : INSEE 
Le déficit de concurrence semble donc bien avoir exercé un impact significatif 
dans le cas de l’hôtellerie et s’être traduit par une hausse des marges du secteur, 
qui peut expliquer une bonne part de la hausse des prix. 
Ces résultats sont confirmés quand on examine non plus les taux de marge au sens 
de la comptabilité nationale (EBE/VA), comme nous l’avons fait jusqu’ici, mais 
une mesure de la rentabilité économique des entreprises. En effet, la rentabilité 
des entreprises est un indicateur plus complet de l'efficacité du processus de 
production que le taux de marge, dans la mesure où elle intègre également la 
productivité du capital17. Le taux de rentabilité se définit comme le rapport entre 
le revenu net d’exploitation et le capital engagé. À partir des donnés de la base 
Alisse, nous estimons une valeur approchée de la rentabilité18, le résultat est 
présenté dans le graphique 7 jusqu’en 2007 (les données n’étant pas disponibles 
pour 2008 et pas comparables pour 2009 et 2010).  
                                                 
17 Voir Stéphanie Pamies-Sumner, « La Rentabilité des entreprises a-t-elle pu justifier le dynamisme de 
l’investissement ? », Trésor-Éco n° 44, octobre 2008, notamment l’encadré 3. 
18 Comme pour le graphique 2, nous approximons le capital engagé en faisant la somme des immobilisations 
corporelles et incorporelles, des stocks de matières premières et de marchandises, et des créances clients et 
autres créances. Le résultat d’exploitation est quant à lui disponible directement dans les données utilisées. 
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Graphique 7 : Niveau de rentabilité économique dans l’hôtellerie en fonction 
de la taille 
 
Source : INSEE, calculs DG Trésor 
Le cycle du taux de marge est bien apparent, avec, comme pour le taux EBE/VA, 
un effet de cliquet qui indique une tendance à la hausse. Les hausses après 1996 et 
en fin de période sont plus prononcées pour les grands hôtels. 
Bien que nous n’ayons pas de données précises pour estimer l’impact de la hausse 
des prix de l’immobilier sur la période, la conclusion reste robuste. En effet, 
l’effet de cette hausse sur la rentabilité économique est double : 
– la hausse des prix de l’immobilier a sans doute causé une hausse des 
loyers pour les entreprises non propriétaires de leurs locaux à moyenne 
échéance, ce qui joue à la baisse sur le résultat d’exploitation ; 
– la hausse augmente la valorisation du capital, ce qui joue à la hausse sur le 
montant de capital engagé. 
Dans les deux cas, ces effets tendent à baisser la rentabilité économique. La 
hausse que nous observons est donc bien significative. 
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c) Les cafés et restaurants ne connaissent pas de hausse comparable 
de leur taux de marge 
Pour ce qui est des cafés et restaurants, il n’y a pas d’augmentation du taux de 
marge au sens EBE/VA (voir le graphique 3 supra). Comme le prouve le 
graphique 8, le constat demeure si on examine la rentabilité économique. 
Graphique 8 : Rentabilité économique dans les cafés-restaurants 
 
Source : INSEE, calculs DG Trésor 
Comme on l’a montré plus haut, la situation concurrentielle est meilleure dans ce 
sous-secteur, malgré l’effet restrictif de la réglementation sur les licences. Une 
explication de la hausse des prix de la restauration par la demande est insuffisante 
car si le chiffre d’affaires est croissant dans le secteur, le chiffre d’affaire en 
volume est stable, la hausse des prix s’étant accompagnée d’une baisse de la 
demande adressée au secteur. Ce sont donc probablement des facteurs d’offre qui 
expliquent, dans la période récente, le mouvement des prix, et non la 
réglementation ou des facteurs demande. Le secteur de la restauration a enregistré 
la même inflation que le secteur alimentaire de 1998 à 2004. Ce parallélisme 
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s’explique principalement par le fait que la consommation domestique est un bon 
substitut de la consommation dans les restaurants19.  
On pourrait donc penser que les conditions d’arbitrage des ménages alignent les 
prix dans les deux secteurs. En effet, l’économie de la famille établit que chaque 
ménage opère un arbitrage entre une production domestique qui mobilise du 
temps de travail domestique et des biens achetés sur le marché (ici les produits 
alimentaires) et l’achat de biens extérieurs (dans notre exemple la consommation 
de services aux particuliers qu’est la restauration). Cet arbitrage dépend, pour un 
même revenu du ménage et un même temps de travail, des prix relatifs entre les 
produits alimentaires et les biens finaux de consommation (restauration et produits 
prêts à consommer). 
Cependant, cette explication en termes d’arbitrage ne vaut plus pour la période 
2004-2012 où précisément les prix alimentaires croissent moins vite, malgré une 
flambée temporaire en 2008. Cette rigidité des prix à la baisse pourrait alors 
traduire l’impact de certaines barrières réglementaires comme le système des 
licences de débits de boissons.   
Au total, ni la hausse des coûts salariaux ni la hausse des investissements ne 
peuvent expliquer la forte hausse des prix dans l’hôtellerie. La hausse des taux de 
marge et de la rentabilité économique du secteur, particulièrement visible pour les 
grands hôtels, semble bien attester une explication par le défaut de concurrence, 
d’autant que l’effet de la hausse des prix de l’immobilier est déjà prise en compte 
dans les indications de rentabilité. 
4 La concurrence peut-elle être stimulée dans le secteur de l’hôtellerie ? 
Il est important de déterminer si lever les barrières réglementaires serait suffisant 
pour régler le problème concurrentiel spécifique du secteur hôtelier. 
L’existence de pratiques collusives, si elle était démontrée, pourrait sembler de 
nature à atténuer l’effet pro-concurrentiel d’une levée des barrières 
réglementaires.  
En effet, selon la littérature théorique dite multi-marchés20, la collusion sur un 
marché oligopolistique est facilitée s’il s’agit de collusion « multi-marchés ». 
Lorsque les contacts entre les entreprises ont lieu sur plusieurs marchés et non sur 
                                                 
19 On pourrait également supposer que les biens alimentaires sont une des consommations intermédiaires les 
plus importantes du secteur mais les cafés et restaurants se fournissent aux prix de gros et non au prix de 
détails. 
20 Bernheim, Douglas et Whinston, Michael, 1990, « Multimarket Contact and Collusive Behavior », Rand 
Journal of economics, 21-1; p. 1-26. 
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un seul, le gain d’une déviation locale d’un accord de cartel par une entreprise se 
limite à un seul marché tandis que la punition infligée par les autres entreprises 
s’opère sur tous les marchés. La collusion locale est ainsi renforcée. Cette analyse 
s’applique bien aux hôtels selon une étude empirique sur le cas espagnol par 
Fernandez et Marin (1998)21. Les auteurs confirment par une analyse 
économétrique le modèle multi-marchés : plus les contacts entre chaînes 
hôtelières sont nombreux, c’est-à-dire plus les chaines hôtelières opèrent sur les 
mêmes marchés locaux, et plus les prix sont élevés. Cet effet n’est pas dû à un 
effet de concentration du secteur (mesurée par un indice de part de marché) ni à 
un effet taille de l’hôtel, deux variables contrôlées dans l’étude, mais bien à la 
variable « fréquence des occasions de concurrence locales ». 
Néanmoins, les chaînes hôtelières laissent, du moins en France, une relative 
liberté de fixation des prix de leurs hôtels, ce qui rend moins certaine la menace 
de représailles sur les autres marchés locaux et par conséquent on pourrait, 
attendre de la réforme de la réglementation dans le secteur hôtelier en 2008 un 
accroissement de la concurrence qui pourrait bénéficier aux consommateurs via 
une baisse des prix et à l’ensemble de l’économie. 
Enfin, le problème concurrentiel dans le secteur hôtelier doit être pris en compte 
pour apprécier l’effet de la TVA à taux réduit dans ce secteur. 
 
                                                 
21 Fernandez, Nerea et Marin, Pedro, 1998, « Market power and multimarket contact : some evidence from 
the Spanish hotel industry », The Journal of Industrial Economics, 46-3, p. 301-315. 
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♥✝✻✵✱
❑✉③♥❡$! ✭✶✾✸✹✮✱ ◆❛%✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡✱ ✶✾✷✾✲✶✾✸✷
❑✉③♥❡$! ✭✶✾✼✸✮✱ ?♦♣✉❧❛%✐♦♥✱ ❈❛♣✐%❛❧ ❛♥❞ ●$♦✇%❤
▼F❞❛ ✭✷✵✶✸✮✱ ▲❛ ▼②,%✐1✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐,,❛♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡♥% ,✬❡♥ ❧✐❜0$❡$
M❡''♦$ ✭✷✵✵✸✮✱ ✓ ▲❛ ♣♦❧✐$✐L✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡ ❝♦♥$'✐❜✉❡✲$✲❡❧❧❡ W ❧❛ ❝'♦✐!✲
!❛♥❝❡ F❝♦♥♦♠✐L✉❡ ❄ ❯♥❡ ❛♥❛❧②!❡ W ♣❛'$✐' ❞❡! ❝❛! ❛♠F'✐❝❛✐♥! ❡$ ❡✉'♦♣F❡♥! ✔✱
➱❝♦♥♦♠✐❡ ♣✉❜❧✐1✉❡✱ ♥✝✶✷✱ ✷✵✵✸✴✶✱
M❡''♦✉① ✭✶✾✻✶✮✱ ▲✬➱❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ❳❳
❡
,✐3❝❧❡
❙♠✐$❤ ✭✶✼✼✻✮✱ ❘❡❝❤❡$❝❤❡, ,✉$ ❧❛ ♥❛%✉$❡ ❡% ❧❡, ❝❛✉,❡, ❞❡ ❧❛ $✐❝❤❡,,❡ ❞❡,
♥❛%✐♦♥,
❲❛❧'❛❡✈❡♥! ✭✷✵✶✵✮✱ ❈$♦✐,,❛♥❝❡ ❡% ♣$♦❣$3, ❝❤❡③ ❆❞❛♠ ❙♠✐%❤
✶ ➱✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❞✉ ❝#*❞✐" ❞✬✐♠♣4" #❡❝❤❡#❝❤❡ ♣❛#
✉♥❡ 6✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♠❛❝#♦*❝♦♥♦♠✐7✉❡
❆❣❤✐♦♥✱ ❇❧♦♦♠✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ●'✐✣$❤✱ ❍♦✇✐$$ ✭✷✵✵✺✮✱ ✓ ❈♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❛♥❞ ■♥♥♦✲
✈❛$✐♦♥ ✿ ❆♥ ■♥✈❡'$❡❞✲❯ ❘❡❧❛$✐♦♥!❤✐♣ ✔✱ ❚❤❡ ◗✉❛$%❡$❧② ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝,✱
▼■❚ M'❡!!✱ ✈♦❧✳ ✶✷✵✭✷✮✱ ♣❛❣❡! ✼✵✶✲✼✷✽
❆❣❤✐♦♥✱ ●'✐✣$❤ ✭✷✵✵✺✮✱ ❈♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❛♥❞ ●$♦✇%❤ ✲ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❚❤❡♦$② ❛♥❞
❊✈✐❞❡♥❝❡✱ ▼■❚ M'❡!!
❆❧✐✲❨'❦❦e✱ ❏②'❦✐ ✭✷✵✵✺✮✱ ✓ ■♠♣❛❝$ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❘✫❉ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♥ ❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥$ ✔✱ ❊❚▲❆ ❉✐,❝✉,,✐♦♥ ?❛♣❡$,✱ ♥✝✾✽✵
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❆!♣❛✐❛✱ ●!✐❧♦✱ ❘♦❡❣❡!✱ ❱❛!❣❛✱ ✐♥✬/ ❱❡❧❞✱ ❲♦❜3/ ✭✷✵✵✼✮✱ ✓ ◗✉❛♥/✐/❛/✐✈❡ ❆3✲
3❡33♠❡♥/ ♦❢ ❙/!✉❝/✉!❛❧ ❘❡❢♦!♠3 ✿ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ /❤❡ ▲✐3❜♦♥ ❙/!❛/❡❣② ✔✱ ❊✉"♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✐++✐♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ -❛♣❡"+ ♥✝✷✽✷✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✼
❈❛❤✉✱ ❉❡♠♠♦✉ ❡/ ▼❛33M ✭✷✵✵✾✮✱ ✓ ▲❡3 ❡✛❡/3 M❝♦♥♦♠✐P✉❡3 ❞❡ ❧❛ !M❢♦!♠❡ ❞✉
❈!M❞✐/ ❞✬■♠♣R/ ❘❡❝❤❡!❝❤❡ ❞❡ ✷✵✵✽ ✔✱ ❚"/+♦"✲➱❝♦ ♥✝✺✵✱ ❏❛♥✈✐❡! ✷✵✵✾
❈♦!!❡❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ✓ ■♥♥♦✈❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣❡/✐/✐♦♥ ✿ ❛♥ ✉♥3/❛❜❧❡ !❡❧❛/✐♦♥3❤✐♣ ✔✱
❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡7"✐❝+ ✷✼✱ ♣❛❣❡3 ✶✻✵✲✶✻✻
❉✉❣✉❡/ ✭✷✵✵✹✮✱ ✓ ▲❡3 3✉❜✈❡♥/✐♦♥3 X ❧❛ !❡❝❤❡!❝❤❡ ❡/ ❞M✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/ ✿ ❝♦♠✲
♣❧M♠❡♥/ ♦✉ 3✉❜3/✐/✉/ ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥/ ♣!✐✈M ❄ ❯♥❡ M/✉❞❡ M❝♦♥♦♠M/!✐P✉❡ ✔✱ ❘❡✈✉❡
❞✬➱❝♦♥♦♠✐❡ -♦❧✐7✐;✉❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✹✭✷✮✱ ♣✳ ✷✻✸✕✷✾✷
❉✉❣✉❡/ ✭✷✵✵✽✮✱ ✓ ▲✬❡✛❡/ ❞✉ ❝!M❞✐/ ❞✬✐♠♣R/ !❡❝❤❡!❝❤❡ 3✉! ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥/
♣!✐✈M ❞❡ ❧❛ !❡❝❤❡!❝❤❡ ✿ ✉♥❡ M/✉❞❡ M❝♦♥♦♠M/!✐P✉❡ ✔✱ ❞♦❝✉♠❡♥/ ❞❡ /!❛✈❛✐❧ ❞❡
❧✬❊`❊❊✱ ♣❛!✉ ❞❛♥3 ❧❛ ❘❡✈✉❡ ❞✬/❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐7✐;✉❡ ❞❛♥3 ✉♥❡ ✈❡!3✐♦♥ !❡✈✉❡ ❡♥
✷✵✶✷✱ ✈♦❧✳ ✶✷✷✭✸✮✱ ♣❛❣❡3 ✹✵✺✕✹✸✺
●♦❧❞3❜❡❡ ✭✶✾✾✽✮✱ ✓ ❉♦❡3 ●♦✈❡!♥♠❡♥/ ❘✫❉ `♦❧✐❝② ▼❛✐♥❧② ❇❡♥❡✜/ ❙❝✐❡♥/✐3/3
❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡!3 ❄ ✔✱ ❚❤❡ ❆♠❡"✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✽✽✱ ♥✝✷✱ -❛♣❡"+ ❛♥❞
-"♦❝❡❡❞✐♥❣+
▼❛✐!❡33❡ ❡/ ▼✉❧❦❛② ✭✷✵✵✹✮✱ ✓ ❯♥❡ M✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞✉ ❝!M❞✐/ ❞✬✐♠♣R/ !❡❝❤❡!❝❤❡
❡♥ ❋!❛♥❝❡ ✶✾✽✵✲✶✾✾✼ ✔✱ ❞♦❝✉♠❡♥7 ❞❡ 7"❛✈❛✐❧ ❞✉ ❈❘❊❙❚ ♥✝✷✵✵✹✲✹✸
▼❛✐!❡33❡ ❡/ ▼✉❧❦❛② ✭✷✵✶✶✮✱ ✓ ➱✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝/ ❞✉ ❝!M❞✐/ ❞✬✐♠♣R/
!❡❝❤❡!❝❤❡ ✔✱ ❞♦❝✉♠❡♥7 ❞❡ 7"❛✈❛✐❧ ❞✉ ❈❘❊❙❚ ♥✝✷✵✶✶✲✸✺
▼♦♥/♠❛!/!✐♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝7 ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥7❛"✐7② ♦❢ ❞✐"❡❝7 ❛♥❞
✐♥❞✐"❡❝7 +✉♣♣♦"7 ❢♦" ♣"✐✈❛7❡ ❘✫❉ ✿ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢"♦♠ ❛ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥7"✐❡+
❘♦♠❡! ✭✶✾✾✵✮✱ ✓ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉3 ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ✔✱ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ -♦❧✐7✐❝❛❧
❊❝♦♥♦♠②✱ ✈♦❧✳ ✾✽✱ ♥✝✷✱ ♣❛❣❡3 ✼✶✕✶✵✷
❙❝❤✉♠♣❡/❡!✱ ✭✶✾✶✶✮✱ ❚❤/♦"✐❡ ❞❡ ❧✬/✈♦❧✉7✐♦♥ /❝♦♥♦♠✐;✉❡
❲❛!❞❛ ✭✷✵✵✻✮✱ ✓ ❚❛① ❚!❡❛/♠❡♥/ ♦❢ ❇✉3✐♥❡33 ■♥✈❡3/♠❡♥/3 ✐♥ ■♥/❡❧❧❡❝/✉❛❧ ❆3✲
3❡/3 ✿ ❆♥ ■♥/❡!♥❛/✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❛!✐3♦♥ ✔✱ ❖❊❈❉ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ■♥❞✉+7"②
❲♦"❦✐♥❣ -❛♣❡"+✱ ✷✵✵✻✴✵✹
❚❤♦♠3♦♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ✓▼❡❛3✉!❡3 ♦❢ ❘✫❉ ❚❛① ■♥❝❡♥/✐✈❡3 ❢♦! ❖❊❈❉ ❈♦✉♥/!✐❡3 ✔✱
▼❡❧❜♦✉"♥❡ ■♥+7✐7✉7❡ ❲♦"❦✐♥❣ -❛♣❡" ♥✝✶✼
✷ !"✐❝✐♥❣ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❋✉♥❞✐♥❣ ❘❡1❡❛"❝❤ ♦❢
◆❡✇ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❙❡❝8♦"1 ✐♥ ❛ ●"♦✇8❤ ▼♦❞❡❧
❆❣❤✐♦♥✱ ✳` ❛♥❞ ✳` ❍♦✇✐// ✭✶✾✾✷✮ ✏❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●!♦✇/❤ /❤!♦✉❣❤ ❈!❡❛/✐✈❡
❉❡3/!✉❝/✐♦♥✑ ❊❝♦♥♦♠❡7"✐❝❛ ✻✵✱ ✸✷✸✕✸✺✶✳
❆!♥♦❧❞✱ ▲✳ ✭✶✾✾✽✮ ✏●!♦✇/❤✱ ❲❡❧❢❛!❡✱ ❛♥❞ ❚!❛❞❡ ✐♥ ❛♥ ■♥/❡❣!❛/❡❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢
❍✉♠❛♥✲❈❛♣✐/❛❧ ❆❝❝✉♠✉❧❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡3❡❛!❝❤✑ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝"♦❡❝♦♥♦♠✐❝+ ✶✱
✽✹✕✶✵✺✳
❆!♦!❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ❆✳ ❋♦3❢✉!✐ ✭✷✵✵✵✮ ✏❚❤❡ ▼❛!❦❡/ ❢♦! ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ /❤❡ ❈❤❡♠✐✲
❝❛❧ ■♥❞✉3/!② ✿ ❈❛✉3❡3 ❛♥❞ ❈♦♥3❡P✉❡♥❝❡3✑ ❘❡✈✉❡ ❞✬➱❝♦♥♦♠✐❡ ■♥❞✉+7"✐❡❧❧❡ ✾✷✱
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❆''♦✇✱ ❑✳❏✳ ✭✶✾✻✷✮ ✏❊❝♦♥♦♠✐❝ ❲❡❧❢❛'❡ ❛♥❞ >❤❡ ❆❧❧♦❝❛>✐♦♥ ♦❢ ❘❡A♦✉'❝❡A ❢♦'
■♥✈❡♥>✐♦♥A✑ ✐♥ ❚❤❡ ❘❛%❡ ❛♥❞ ❉✐*❡❝%✐♦♥ ♦❢ ■♥✈❡♥%✐✈❡ ❆❝%✐✈✐%② ✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞
❙♦❝✐❛❧ ❋❛❝%♦*8 ❜② ❘✳❘✳ ◆❡❧A♦♥✱ ❊❞✳✱ I'✐♥❝❡>♦♥ ✿ I'✐♥❝❡>♦♥ ❯♥✐✈❡'A✐>② I'❡AA✱
✻✵✾✲✻✷✺✳
❇❛''♦✱ ❘✳❏✳ ❛♥❞ ❳✳ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛'>✐♥ ✭✶✾✾✺✮ ✏❊❝♦♥♦♠✐❝ ●*♦✇%❤ ✑ ◆❡✇✲❨♦'❦ ✿
▼❝●'❛✇✲❍✐❧❧✳
❇❡♥❛AA②✱ ❏✳I✳ ✭✶✾✾✽✮ ✏■A >❤❡'❡ >♦♦ ❧✐>>❧❡ ❘❡A❡❛'❝❤ ✐♥ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉A ●'♦✇>❤
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♣♦$❤❡6✐6✑ ❲♦8❦✐♥❣ ♣❛♣❡8 &8❡♣❛8❡❞ ❢♦8 $❤❡ ◆❇❊❘ ❆❝❛❞❡♠✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥✲
$8❡♣8❡♥❡✉86❤✐♣ ❈♦♥❢❡8❡♥❝❡✳
▼✉88❛②✱ ❋✳ ❛♥❞ ❙✳ ❙$❡8♥ ✭✷✵✵✾✮ ✏❲❤❡♥ ■❞❡❛6 ❆8❡ ◆♦$ ❋8❡❡ ✿ ❚❤❡ ■♠♣❛❝$ ♦❢
&❛$❡♥$6 ♦♥ ❙❝✐❡♥$✐✜❝ ❘❡6❡❛8❝❤✑ ✐♥ ■♥♥♦✈❛*✐♦♥ (♦❧✐❝② ❛♥❞ *❤❡ ❊❝♦♥♦♠② ❜② ❆✳
❏❛✛❡✱ ❏✳ ▲❡8♥❡8 ❛♥❞ ❙✳ ❙$❡8♥✱ ❊❞6✳✱ ✸✸✲✻✾✳
&❡8❡$$♦✱ &✳ ✭✶✾✾✻✮ ✏❙✉♥❦ ❈♦6$6✱ ▼❛8❦❡$ ❙$8✉❝$✉8❡✱ ❛♥❞ ●8♦✇$❤✑ ■♥*❡#♥❛✲
*✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✼✱ ✽✾✺✕✾✷✸✳
&❡8❡$$♦✱ &✳ ✭✶✾✾✽✮ ✏❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ &♦♣✉❧❛$✐♦♥ ●8♦✇$❤✑ ❏♦✉#♥❛❧
♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●#♦✇*❤ ✸✱ ✷✽✸✕✸✶✶✳
&❡8❡$$♦✱ &✳ ✭✶✾✾✾✮ ✏❈♦6$ ❘❡❞✉❝$✐♦♥✱ ❊♥$8②✱ ❛♥❞ $❤❡ ■♥$❡8❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ▼❛8✲
❦❡$ ❙8✉❝$✉8❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●8♦✇$❤✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡*❛#② ❊❝♦♥♦♠✐❝; ✹✸✱ ✶✼✸✕
✶✾✺✳
◗✉❛❤✱ ❉✳❚✳ ✭✶✾✾✼✮ ✏■♥❝8❡❛6✐♥❣❧② ❲❡✐❣❤$❧❡66 ❊❝♦♥♦♠②✑ ❇❛♥❦ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞
◗✉❛#*❡#❧② ❇✉❧❧❡*✐♥ ✸✼✱ ✷✼✕✺✾✳
◗✉❛❤✱ ❉✳❚✳ ✭✷✵✵✶✮ ✏❚❤❡ ❲❡✐❣❤$❧❡66 ❊❝♦♥♦♠② ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✑
178
✐♥ ■♥❢♦$♠❛'✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ 1$♦❞✉❝'✐✈✐'② ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●$♦✇'❤ ✿ ■♥'❡$♥❛'✐♦♥❛❧
❊✈✐❞❡♥❝❡ ❜② ▼✳ &♦❤❥♦❧❛✱ ❊❞✳✱ ❖①❢♦2❞ ✿ ❖①❢♦2❞ ❯♥✐✈❡27✐8② &2❡77✱ ✼✷✲✾✻✳
❘♦♠❡2✱ &✳ ✭✶✾✾✵✮ ✏❊♥❞♦❣❡♥♦✉7 ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ 1♦❧✐'✐❝❛❧
❊❝♦♥♦♠② ✾✽✱ ❙✼✶✕❙✶✵✷✳
❙❛♥❞♠♦✱ ❆✳ ✭✶✾✼✷✮ ✏❖♣8✐♠❛❧✐8② ❘✉❧❡7 ❢♦2 8❤❡ &2♦✈✐7✐♦♥ ♦❢ ❈♦❧❧❡❝8✐✈❡ ❋❛❝8♦27
♦❢ &2♦❞✉❝8✐♦♥✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ 1✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝; ✶✱ ✶✹✾✕✶✺✼✳
❙❝❤❛♥❦❡2♠❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙✳ ❙❝♦8❝❤♠❡2 ✭✷✵✵✶✮ ✏❉❛♠❛❣❡7 ❛♥❞ ■♥❥✉♥❝8✐♦♥7 ✐♥
&2♦8❡❝8✐♥❣ ■♥8❡❧❧❡❝8✉❛❧ &2♦♣❡28②✑ ❘❆◆❉ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝; ✸✷✱ ✶✾✾✲✷✷✵✳
❙❝♦8❝❤♠❡2✱ ❙✳ ✭✶✾✾✶✮ ✏❙8❛♥❞✐♥❣ ♦♥ 8❤❡ ❙❝❤♦✉❧❞❡27 ♦❢ ●✐❛♥87 ✿ ❈✉♠✉❧❛8✐✈❡
❘❡7❡❛2❝❤ ❛♥❞ 8❤❡ &❛8❡♥8 ▲❛✇✑ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 1❡$;♣❡❝'✐✈❡ ✺✱ ✷✾✲✹✶✳
❙❝♦8❝❤♠❡2✱ ❙✳ ✭✶✾✾✾✮ ✏❈✉♠✉❧❛8✐✈❡ ■♥♥♦✈❛8✐♦♥7 ✐♥ ❚❤❡♦2② ❛♥❞ &2❛❝8✐❝❡✑
❲♦2❦✐♥❣ ♣❛♣❡2✱ ❯✳❈✳ ❇❡2❦❡❧❡②✳
❙❝♦8❝❤♠❡2✱ ❙✳ ✭✷✵✵✺✮ ✏ ■♥♥♦✈❛'✐♦♥ ❛♥❞ ■♥❝❡♥'✐✈❡; ✑ ❈❛♠❜2✐❞❣❡ ✿ ▼■❚ &2❡77✳
❙♠✉❧❞❡27✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚✳ ✈❛♥ ❞❡ ❑❧✉♥❞❡28 ✭✶✾✾✺✮ ✏■♠♣❡2❢❡❝8 ❈♦♠♣❡8✐8✐♦♥✱ ❈♦♥❝❡♥✲
82❛8✐♦♥ ❛♥❞ ●2♦✇8❤ ✇✐8❤ ❋✐2♠✲❙♣❡❝✐✜❝ ❘✫❉✑ ❊✉$♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✾✱
✶✸✾✕✶✻✵✳
❙♠✉❧❞❡27✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚✳ ✈❛♥ ❞❡ ❑❧✉♥❞❡28 ✭✶✾✾✼✮ ✏●2♦✇8❤✱ ❈♦♠♣❡8✐8✐♦♥ ❛♥❞
❲❡❧❢❛2❡✑ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝; ✾✾✱ ✾✾✕✶✶✽✳
❙8♦❦❡7✱ ❉✳ ✭✶✾✾✼✮ ✏1❛;'❡✉$✬; ◗✉❛❞$❛♥' ✿ ❜❛;✐❝ ;❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥♥♦✈❛'✐♦♥✑ ❲❛7❤✐♥❣8♦♥ ❉✳❈✳ ✿ ❚❤❡ ❇2♦♦❦✐♥❣7 ■♥78✐8✉8✐♦♥✳
✸ ❈♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ✐♥*❡&♥❛*✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡
♣❛& ❧✬❡(*✐♠❛*✐♦♥ ❞❡( ♠❛&❦✉♣(
❆♠❛❞♦2✱ ❏♦`♦✱ ❙♦❛2❡7✱ ❆♥❛ ❈2✐78✐♥❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ✓ ❈♦♠♣❡8✐8✐♦♥ ✐♥ 8❤❡ &♦2✲
8✉❣✉❡7❡ ❊❝♦♥♦♠② ✿ ❛♥ ❖✈❡2✈✐❡✇ ♦❢ ❈❧❛77✐❝❛❧ ■♥❞✐❝❛8♦27 ✔✱ ❇❛♥❦ ♦❢ 1♦$'✉❣❛❧
❲♦$❦✐♥❣ 1❛♣❡$; ♥✝✽✴✷✵✶✷
❇❡28✐♥❡❧❧✐✱ ▲✉✐7✐8♦✱ ❈❛2❞✐✱ ❖❧✐✈✐❡2✱ ❙❡♥✱ &❛28❤❛ ✭✷✵✶✶✮✱ ✓ ❉❡2❡❣✉❧❛8✐♦♥ ❙❤♦❝❦
✐♥ &2♦❞✉❝8 ▼❛2❦❡8 ❛♥❞ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥8 ✔✱ ❈❛❤✐❡$; ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡ ❧✬H❝♦❧❡ 1♦✲
❧②'❡❝❤♥✐J✉❡ ♥✝✷✵✶✶✲✶✵✱ ❛✈2✐❧ ✷✵✶✶
❇♦✉✐7✱ ❘♦♠❛✐♥ ✭✷✵✵✼✮✱ ✓ ◗✉❡❧7 7❡❝8❡✉27 2f❢♦2♠❡2 ♣♦✉2 ❛✉❣♠❡♥8❡2 ❧❛ ❝2♦✐7✲
7❛♥❝❡ ❡8 ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❄ ✔✱ ❉♦❝✉♠❡♥' ❞❡ '$❛✈❛✐❧✱ ❞❡ ❧❛ ❉●❚1❊ ♥✝✷✵✵✼✲✶✸✱ ❞f❝❡♠❜2❡
✷✵✵✼
❇♦✉❧❤♦❧✱ ❍❡2✈f ✭✷✵✵✽✮✱ ✓ ❚❤❡ ❯♣✇❛2❞ ❇✐❛7 ♦❢ ▼❛2❦✉♣7 ❊78✐♠❛8❡❞ ❢2♦♠ 8❤❡
&2✐❝❡✲❇❛7❡❞ ▼❡8❤♦❞♦❧♦❣② ✔✱ ❆♥♥❛❧❡; ❞✬H❝♦♥♦♠✐❡ ❡' ❞❡ ;'❛'✐;'✐J✉❡; ♥✝✽✾
❈❤2✐78♦♣♦❧♦✉ ❡8 ❱❡2♠❡✉❧❡♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ✓ ▼❛2❦✉♣7 ✐♥ 8❤❡ ❊✉2♦ ❆2❡❛ ❛♥❞ 8❤❡ ❯7
♦✈❡2 8❤❡ &❡2✐♦❞ ✶✾✽✶✲✷✵✵✹ ❛ ❈♦♠♣❛2✐7♦♥ ♦❢ ✺✵ ❙❡❝8♦27 ✔✱ ❊❈❇ ❲♦$❦✐♥❣ 1❛♣❡$
♥✝✽✺✻
❉♦❜2✐♥7❦②✱ ❑2k7✐✱ ▼❛2❦♦✈ ❡8 ❍❛❧♣❡2♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ✓ ❋✐2♠7✬ &2✐❝❡ ▼❛2❦✉♣7 ❛♥❞
❘❡8✉2♥7 8♦ ❙❝❛❧❡ ✐♥ ■♠♣❡2❢❡❝8 ▼❛2❦❡87 ✿ ❇✉❧❣❛2✐❛ ❛♥❞ ❍✉♥❣❛2② ✔✱ ❲✐❧❧✐❛♠
❉❛✈✐❞;♦♥ ■♥;'✐'✉'❡ ❲♦$❦✐♥❣ 1❛♣❡$ ♥✝✼✶✵
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❍❛❧❧ ❘✳❊✳ ✭✶✾✽✽✮✱ ✓ ❚❤❡ ❘❡❧❛0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ 67✐❝❡ ❛♥❞ ▼❛7❣✐♥❛❧ ❈♦=0 ✐♥ ❯❙
■♥❞✉=07② ✔✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (♦❧✐*✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✈♦❧ ✾✻✱ ♥♦ ✺✱ ♣✳ ✾✷✶✕✾✹✼
▼♦00❛✱ ▼❛==✐♠♦ ✭✷✵✵✹✮✱ ❈♦♠♣❡*✐*✐♦♥ (♦❧✐❝②✱ ❚❤❡♦#② ❛♥❞ (#❛❝*✐❝❡
67③②❜②❧❛✱ ▼❛7❝✐♥✱ ❘♦♠❛✱ ▼♦7❡♥♦ ✭✷✵✵✺✮✱ ✓ ❉♦❡= 67♦❞✉❝0 ▼❛7❦❡0 ❈♦♠✲
♣❡0✐0✐♦♥ ❘❡❞✉❝❡ ■♥✢❛0✐♦♥ ❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢7♦♠ ❊❯ ❈♦✉♥07✐❡= ❛♥❞ ❙❡❝0♦7= ✔✱ ❊❈❇
❲♦#❦✐♥❣ (❛♣❡# ♥✝✹✺✸
❘♦❡❣❡7 ❲✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ✓ ❈❛♥ ■♠♣❡7❢❡❝0 ❈♦♠♣❡0✐0✐♦♥ ❊①♣❧❛✐♥ 0❤❡ ❉✐✛❡7❡♥❝❡
❇❡0✇❡❡♥ 67✐♠❛❧ ❛♥❞ ❉✉❛❧ 67♦❞✉❝0✐✈✐0② ▼❡❛=✉7❡= ❄ ❊=0✐♠❛0❡= ❢♦7 ❯❙ ▼❛♥✉❢❛❝✲
0✉7✐♥❣ ✔✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (♦❧✐*✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✈♦❧ ✶✵✸✱ ♥♦ ✷✱ ♣✳ ✸✶✻✕✸✸✵
❚✐7♦❧❡✱ ❏❡❛♥ ✭✶✾✽✾✮✱ ■♥❞✉;*#✐❛❧ ❖#❣❛♥✐③❛*✐♦♥
✹ ▲❡# ♠❛&❣❡# ❞❛♥# ❧❛ ✜❧✐-&❡ ❛❣&♦✲❛❧✐♠❡♥0❛✐&❡
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Innovation, concurrence et croissance
Étienne Chantrel
RÉSUMÉ :
L’obsession pour la croissance économique domine le discours politique. Le déterminant princi-
pal de la croissance de long terme avancé par les théories de croissance endogène est l’innovation,
mais l’environnement institutionnel de l’activité économique est également un élément primordial
d’explication du rythme de la croissance, et en particulier, au sein de cet environnement, la concur-
rence, dont le rôle est très discuté. L’objet de cette thèse est d’étudier certaines dimensions de
la croissance, de ses déterminants et des politiques qui cherchent à la favoriser, en particulier
l’innovation et la concurrence.
La première partie s’intéresse à deux types de politiques d’encouragement à l’innovation. La
première est le soutien public direct, à travers une étude de l’impact du crédit d’impôt recherche
(chapitre 1). La deuxième politique examinée est l’évolution du cadre juridique de l’innovation (cha-
pitre 2). Le modèle théorique présenté entend tenir compte des nouvelles pratiques du droit de
la propriété intellectuelle. La deuxième partie aborde l’environnement institutionnel au sens large,
et en particulier la concurrence. Elle s’ouvre par une comparaison internationale du niveau de
la concurrence entre la France et plusieurs pays européens dans divers secteurs s’appuyant sur
une méthode économétrique fondée sur des équations de croissance (chapitre 3). Deux secteurs
sont ensuite analysés en détail : la filière agro-alimentaire, dont l’équilibre a largement été modifié
au profit de la grande distribution ces dernières années (chapitre 4), et le secteur hôtels-cafés-
restaurants (chapitre 5).
MOTS-CLEFS : Croissance, innovation, concurrence, politique publique, industrie agro-alimentaire,
hôtels-cafés-restaurants
ABSTRACT :
Political discourse is imbued with an obsession for economic growth. The main determinant
of long-term growth in endogenous growth theory is innovation, but the institutional environment
of economic activity is also an important explanatory factor. In particular, within this environment,
competition plays a major, though controversial, role. The purpose of this thesis is to study some as-
pects of growth, of its determinants and of policies that seek to promote it. Two aspects in particular
will be studied, innovation and competition.
The first part focuses on two types of policies aimed at encouraging innovation. The first policy
is direct government support, studied through an analysis of the impact of the Research Tax Credit
(Chapter 1). The second policy considered is the legal framework for innovation (Chapter 2). The
theoretical model presented intends to take into account new practices in intellectual property law.
The second part deals with the institutional environment in general, and in particular competition.
It starts with an international comparison of the level of competition between France and several
European countries in various sectors, using an econometric method based on growth equations
(Chapter 3). Two sectors are then analyzed in detail : the food industry (Chapter 4), where the
balance of power has been tipped in favour of large retailers, and accomodation and food services
activities (Chapter 5).
KEYWORDS : Growth, Innovation, Competition, Public Policy, Food Industry, Accomodation
and Food Services Activities
